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内 容 简 介 


全书 共 分 六 章 ， 前 : 章 介 绍 了 分 形 几何 中 最 重要 的 基础 知识 下 
归 包 括 分 形 集 概念 、 分 形 集 的 维 数 和 和 迭代 旺 数 系 的 理论 ， 后 “ 齐 主 归 
论述 分 形 儿 何在 图 象 让 缩 、 曲 线 拟 合 应 用 中 的 理论 和 方法 . 

在 节 可 作为 数学 系 高 年 级 本 科 生 或 相关 专业 研究 后 的 教材 或 参 喜 
节 ， 也 可 供 对 分 形 理 论 或 应 用 感 兴 昨 的 读者 学 习 和 参考. 


前 


了 


分 形 几何 是 现代 非 线性 科学 中 一 个 十 分 重要 的 研究 领域 ， 它 
的 思想 和 方法 已 经 渗透 到 自然 科学 中 的 各 个 领域 . 图 象 压缩 和 曲 
线 拟 合 原来 分 别 是 属于 信息 科学 和 应 用 数学 中 的 研究 课题 ， 但 经 
Barnsley 等 人 开创 性 的 工作 ， 将 它们 与 分 形 几何 联系 了 起 来 . 他 们 
发 明了 分 形 图 象 压缩 技术 ， 这 是 一 种 新 的 、 十 分 有 效 的 方法 ， 取 得 
了 巨大 成 功 ， 引 起 了 各 国 研究 者 的 浓厚 兴趣 . 在 1986 年 Barnsley 
又 提出 了 分 形 插 值 函 数 概念 ， 它 也 是 一 种 新 的 插值 方法 ， 特 别 在 非 
光滑 曲线 的 拟 合 中 显示 其 独特 的 优越 性 . 这 类 分 形 插值 函数 ， 是 定 
义 在 区 间 上 的 连续 函数 ， 但 它 不 是 用 显 式 表达 式 来 定义 的 ， 而 是 由 
一 组 映射 所 生成 的 吸引 子 来 确定 的 .研究 这 类 函数 的 一 些 性 质 ( 例 
如 光滑 性 等 ) 相当 困难 ， 目 前 只 有 在 较 简单 的 情况 下 有 些 结果 . 在 
研究 方法 上 ， 传 统 的 一 些 分 析 方 法 一 般 不 能 直接 利用 ， 因 而 必须 开 
辟 一 些 新 的 方法 和 理论 . 为 此 分 形 插值 为 函数 论 提供 了 一 个 疡 新 的 
研究 领域 本 书 的 目的 之 一 就 是 为 了 抛砖引玉 ， 希 望 能 引起 广大 读 
者 的 注意 并 加 入 到 这 一 研究 领域 中 来 . 


作者 多 年 来 为 函数 逼近 论 方向 的 研究 生 及 工科 研究 生 开设 了 


《分 形 基 础 及 应 用 》 课程。 本 书 是 在 该 课程 讲义 的 基础 上 ， 经 多 次 
修改 和 扩充 而 编写 成 的 . 本 书 可 作为 数学 系 高 年 级 本 科 生 或 相关 专 
业 研 究 生 的 教材 或 参考 书 ， 也 可 供 对 分 形 理论 或 应 用 感 兴趣 的 读者 
学 习 参 考 . 

全 书 共 分 六 章 . 第 一 章 从 一 些 典 型 的 分 形 集 开 始 ， 介 绍 分 形 的 
概念 ， 第 二 章 介 绍 Hausdorff 维 数 及 Box 维 数 . 第 三 章 讲述 迭代 函 
数 系 的 理论 .第 四 章 介 绍 拼 贴 定理 及 其 应 用 . 第 五 章 介绍 分 形 插值 
函数 的 定义 、 维 数 、 光 滑 性 以 及 它 的 微 积分 .第 六 章 讨 论 分 形 插值 
拟 合 问题 ， 介 绍 了 分 形 插值 的 误差 及 拟 合 方法 . 
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第 一 章 分 形 集 


81.1 引 论 


在 经 典 的 欧 几 里 得 几何 中 ， 人 们 可 以 用 直 尺 与 圆规 去 画 线段 、 
和 矩形、 三 角形 和 圆 等 规则 的 图 形 ， 又 用 这 些 图 形 去 描述 一 些 常见 的 
物体 ， 例 如 墙壁 、 车 轮 、 桌 子 等 . 这 是 很 自然 的 ， 因 为 这 些 对 象 本 
身 就 是 由 这 些 规则 图 形 拼装 而 成 的 . 然而 自然 界 是 很 复杂 的 ， 还 存 
在 着 许多 极其 复杂 、 不 规则 的 物体 ， 璧 如 海岸 线 、 山 峰 的 边缘 、 人 
的 血管 系统 等 .同时 在 科学 研究 中 也 常会 遇 到 一 些 振荡 曲线 ， 如 地 
震波 、 脑 电波 之 类 的 图 形 . 所 有 这 些 很 蕉 用 欧 氏 几何 来 描述 . 下面 
再 举 两 个 有 趣 的 例子 . 

给 定 一 个 映射 有 : 及? 一 及 2， 取 po e RR? 为 初始 点 ， 作 和 迭代 序 
列 : 


Pos flpo), fF(f(po)), fF(f(f(p0))), ... 


为 了 方便 ， 用 大 表 示 了 的 人 重复 合 /。 fo-…of， 并 规定 (po) = 
人 个 
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po， 则 上 述 序列 可 改写 成 : 
Po fr (po), fr(po), flpo), ... (*) 


现在 观察 这 个 和 迭代 序列 最 终 会 有 什么 结果 ? 
一 、Martin 过 程 
取 映 射 
rt ) _ {vy-sgn(z)vlbr— dl 
a 
其 中 
下 2Z>0， 
sgn(z) = 4 0, z=0, 
-1, ZX<0. 
由 该 f 产生 的 迭代 过 程 (*)， 是 由 Barry Martin 提出 的 ， 所 以 称 为 
Martin 过 程 . 

Martin 过 程 是 从 一 个 初始 点 出 发 来 生成 图 形 的 .一般 令 po = 
(0,0). 经 过 计算 后 生成 一 个 新 点 ， 在 屏幕 上 打上 该 点 .然后 以 这 个 
新 点 的 坐标 作为 (z,y) ， 进 行 下 一 次 选 代 ， 得 到 又 一 个 新 点 ， 再 在 
屏幕 上 打上 这 点 .如 此 不 断 进行 下 去 ， 最 终 将 在 屏幕 上 出 现 一 幅 奇 
妙 的 图 案 . 参数 a,b,c 完全 决定 了 Martin 图 的 形态 ， 图 1.1 是 不 同 
参数 时 的 图 形 ， 它 们 都 迭代 了 50 万 次 . 


二 、Julia 集 
取 f 是 复 平面 C 一 C 的 nn 阶 多 项 式 ， 即 


f(2)= Ya: (n>2). 


i=0 


a=—200,b= -4,c= —80 


a=—137,b=17,c=4 a=—536,b = 102,c= 67 
图 1.1 不 同 参数 下 的 Martin 图 


设 weC, 著 f(w) =w， 则 称 w 为 的 不 动 点 . 又 如 果 存在 某 
个 正 整 数 p， 有 f?(w) = w， 则 称 w 是 f 的 周期 点 . 而 使 f?(w) = 
ww 成 立 的 最 小 的 p， 称 为 w 的 周期 ，{w，f(w)，… ，/f?-1(w)} 称 
为 它 的 周期 轨道 . 设 w 是 周期 bp 的 周期 点 ， 记 和 = (f?)'(w). 

1° 若 入 二 0， 则 称 w 是 超 吸引 的 ; 


2° 若 0 < | 和 | < 1， 则 称 w 是 吸引 的 ; 
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3e 若 |A= 1， 则 称 也 是 中 性 的 ; 

49 车 | 和 | > 1， 则 称 包 是 斤 性 的 . 

所 谓 了 的 Julia 集 J(f) 就 是 由 的 斥 性 周期 点 所 组 成 的 集合 
的 闭 包 *. 先 举 一 个 简单 的 例子 来 说 明 ， 设 f(z) = z?， 此 时 有 
jh(z) = z2 。 由 方程 f?(w) = w 可 解 得 f 的 周期 点 是 


wa =eBre, 4q=01 ,2p 一 2. 


容易 验证 |(f?) (wa)| = 2? > 2， 因 此 这 些 wws 都 是 斥 性 周期 点 . 可 
见 所 有 的 斥 性 周期 点 是 稠密 地 分 布 在 单位 圆周 上 的 ， 于 是 ,JJ) 就 
是 单位 圆周 . 我们 再 注意 到 下 面 的 简单 事实 : 当 上 一 co 时 ， 有 
| jx(z) 一 0， 如 果 | 直 < 了 1 
f*(z) 一 co， 如 果 |z| > 1. 
就 是 说 ， 对 lz| < 1 的 点 ， 经 迭代 后 都 将 被 吸引 到 原点 ; 而 当 
|z| > 1 时， 经 迭代 后 将 趋 于 无 穷 , 只 有 |z| = 1 的 点 经 迭代 后 仍 停 
留 在 单位 圆周 上 . 这 样 平面 被 分 成 两 个 区 域 ， 而 它们 的 边界 就 是 
f(z)=z2 的 Julia 集 J(f). 
现在 若 稍微 变动 一 下 ， 令 f(z) = z? ++C， 当 C 为 非 零 值 时 ， 
情况 就 很 不 一 样 . 例如 C = 一 0.12375 + 0.56508i 时， 经 迭代 后 ， 
昌 仍 出 现 上 面 三 种 情况 ， 但 内 部 吸引 子 不 再 是 零点 ， 而 且 边 界 ( 即 
f 的 Julia 集 ) 变 得 不 光滑 了 ( 见 图 1.2 的 边界 )， 这 边界 与 海岸 线 很 
相似 ，Mandelbrot 称 它 有 分 形 结构 . 
在 计算 机 上 画 映射 f(z) = z2 + C 的 Julia 集 并 不 困难 ， 可 采用 
逃逸 时 间 算 法 (escape time algorithm)， 它 的 原理 是 这 样 的 : 
““ 闭 包 概念 可 参考 本 书 第 三 章 、 


cn 
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图 1.2 Julia 集 


:= 一 ZT+iy，C=2P+ig， 由 映射 f(z) = z2 + C 可 得 迭代 过 
| Zk+1 二 村 一 弓 十 PD op 
+1 = 2TkYk 十 4 
设 显示 器 的 分 辩 率 为 M x N， 用 天 + 1 种 颜色 显示 Julia 集合 
(例如 ， 可 取 天 = 200)， 编 号 从 0 ~ 天 ，0 为 黑色 . 
第 0 步 浊 选 定 参 数 C = pp+ig， 取 za 果 二 ynmin = a (例如 
1.5)，Zmax 三 Wnax 三 b (例如 1.5)， 取 已 充分 大 (例如 100).， 定义 
发 散 区 域 V = {(z,y) ER?|z? 十 > R?}， 当 某 轨 道 进入 区 域 V 
时 ， 就 认为 该 轨道 是 发 散 的 . 
设 Az = (Zmax 一 Zmin)j/(M 一 1)，Ay = (ymax—ymin)/(N—1). 
对 所 有 象 素 点 (nzyny)， nz =0,1… ,M1 mm =01 
NN 一 1， 完 成 下 面 的 过 程 . 
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第 1 步 : 设 zo = Tmin 十 nz: AX， 2 = ymin 十 ny .Ay， 大 = 


第 2 步 ( 作 和 迭代 ) : 利用 选 代 方 程 (**) 作 选 代 ， 由 (zk,yk) 计算 
(zk+l,Wk+H1)， 并 计数 大 三 大 十 1 
第 3 步 ( 作 判 别 ): 计算 了 三 了 2 十 2， 
(i) 若 r > 尺 ， 取 颜色 大 ， 转 到 第 4 步 ; 
(i 老大 三 天 ， 取 颜色 0， 转 到 第 4 步 ; 
(过) 若 rg RR， 且 忆 < 扩 ， 回 到 第 2 步 . 
第 4 步 : 在 象 素 点 (nz,ny) 上 着 第 大 种 颜色 ， 转 到 下 一 个 点 ， 
并 从 第 1 步 开 始 . 
图 1.3 中 四 幅 图 都 是 用 逃逸 时 间 算 法 画 的 . 


C = 一 1 C = -0.5 十 0.5i 


C=—0.2+0.75i C=0.64i 
图 1.3 Julia 集 


我 们 看 到 ， 由 Martin 过 程 产生 的 图 以 及 Julia 集 一 般 都 是 极其 


~ 


bl 和 论 


复杂 的 ， 用 欧 氏 几何 去 描述 它们 是 不 可 能 的 ， 而 这 些 都 将 是 分 形 儿 
何 的 研究 对 象 ， 当 然 对 这 类 问题 的 研究 是 很 困难 的 . 作为 分 形 几何 
完 束 理论 的 建立 可 能 还 需要 长 时 间 的 艰苦 努力 ， 但 分 形 这 个 词语 已 
不 陌生 ， 它 已 为 许多 理论 及 实践 工作 者 所 熟悉 . 

分 形 (Fractal) 这 个 新 的 术语 是 美 籍 法 国 数 学 家 B.B.Nandelbrot 
于 1975 年 创造 的 .fractal 出 自 拉 丁 语 fractus (碎片 ， 支 离 破碎 )、 
英文 fractured (断裂 ) 和 fractional (人 肆 片 ， 分 数 )， 说 明 分 形 是 用 来 
描述 和 处 理 粗粮 、 不 规则 的 对 象 . 1982 年 他 的 名 著 The Fractal 
Geometry of Nature 出 版 ， 分 形 这 个 概念 被 广泛 传播 ， 成 为 当时 全 
球 科学 家 们 议论 最 为 热烈 、 最 感 兴趣 的 热门 话题 之 一 . 除了 物理 学 
家 、 数 学 家 、 化 学 家 、 地 震 学 家 、 材 料 学 家 之 外 ， 经 济 学 家 、 音 乐 
家 乃至 画家 、 电 影 制 作者 都 参加 到 这 一 行列 中 . 因此 ， 当 时 一 位 美 
国 物理 学 家 J.A.Wheeler 说 : 可 以 相信 ， 明 天 谁 不 熟悉 分 形 ， 谁 就 
不 能 被 认为 是 科学 上 的 文化 人 . 

现在 分 形 几何 已 成 为 非 线性 科学 中 的 一 个 重要 分 支 ， 它 的 思想 
和 理论 已 经 渗透 到 自然 科学 中 的 各 个 领域 .在 数学 、 材 料 科 学 、 地 
质 勘 探 、 疾 病 诊断 、 计 算 机 及 信息 科学 领域 中 都 得 到 了 广泛 的 应 
用 ,尤其 在 下 面 三 个 方向 上 取得 了 十 分 可 观 的 成 就 . 

1° 图 象 、 数 据 压 缩 方面 的 研究 : 

2° 自然 景物 的 模拟 ; 

3° 分 形 生长 模型 . 

那么 ， 什 么 是 分 形 呢 ? 遗憾 的 是 ， 要 给 出 确切 的 严格 定义 似乎 
还 为 时 尚 早 . 为 此 ， 我 们 暂且 不 管 如 何 去 定义 分 形 这 个 概念 ， 而 是 
去 观察 一 些 大 家 熟悉 的 分 形 集 ， 它 们 有 哪些 共同 的 特点 和 性 质 
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8 1.2 集合 


集合 是 分 形 理论 中 一 个 基本 的 数学 概念 . 一 个 分 形 集 实 际 上 就 
是 由 某 些 特殊 的 点 所 组 成 的 集合 . 

所 谓 集合 (或 简称 集 )， 乃 是 具有 某 种 性 质 、 可 以 互相 区 别 的 事 
物 的 全 体 ， 通 常用 大 写字 母 4, B,… ,X,… 表示 . 以 后 我 们 总 是 
在 nn 维 欧 氏 空间 及 " 中 讨论 分 形 问题 ， 为 此 ， 遇 到 的 集合 都 是 R” 
中 的 点 集 . 

设 4 是 一 个 集合 ， 当 a 是 4 中 的 一 个 元 素 时 ， 称 a 属于 4， 
记 为 ae 4, 车 a 不 是 4 中 的 一 个 元 素 ， 记 作 aE4 或 a 员 4. 不 含 
任何 元 素 的 集合 称 为 空 集 ， 记 作 儿 . 

当 集 合 4 的 元 素 都 属于 集合 B 时 ， 称 集合 4 是 集合 B 的 子 
集 ， 或 者 说 集合 4 包含 于 集合 B, 记 作 4cCB 或 BA4. 

当 且 仅 当 4cC B 又 BC 4 时 ， 称 集合 4 与 集合 B 相等， 记 作 
A=B. 

由 集合 4 与 集合 B 的 一 切 元 素 组 成 的 集合 ， 叫 做 集合 4 与 集 
合 B 的 并 集 , 记 作 4UB, 即 


AUB= {zlze 4 或 re B}. 


由 集合 4 与 集合 B 的 公共 元 素 组 成 的 集合 ， 叫 做 集合 4 与 集 
合 BB 的 交集 , 记 作 A4nB, 即 


ANB= {zlire AB zeB}. 
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上 述 的 并 和 交 的 运算 可 以 推广 到 集合 族 上 ， 记 作 
U4=fzaneN, 使 re4o》 


EN 


门 4. ={fzvaes N, 均 有 7e 4}， 


aEAN 


其 中 N 表示 某 指标 集 . 
由 集合 4 中 不 属于 B 的 那些 元 素 的 全 体 组 成 的 集合 ， 称 为 4 
与 8 的 差 集 , 记 为 4 一 B， 即 


A-B={rredAHred)}. 


设 3 是 任意 一 个 集合 ，{4ulo s N} 是 5S 中 的 一 族 子 集 ， 那 么 
下 面 两 个 公式 成 立 : 


Ss- U4.= (5- 4), 
EN 


mnEN 
5 和 门 4= Us- a. 
naEN EN 


集合 4 与 集合 B 的 积 集 定义 为 
AxB={(r.yWlre AHveB}. 

在 分 形 集 的 构造 中 ， 常 遇 到 与 集合 序列 (简称 集 列 ) 有 关 的 一 些 
概念 ， 下 面 介绍 有 关 这 方面 的 内 容 . 

设 A1. 42.....: 4,.…. 是 任 -- 集 列 ， 由 属于 上 述 集 列 中 无 限 多 
个 集合 的 那 种 元 素 的 全 体 组 成 的 集合 ， 称 为 这 一 集 列 的 上 限 集 ， 记 
作 

mm A, (或 limsup 4,,). 
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由 属于 集 列 中 从 某 个 指标 (这 个 指标 不 是 固定 的 ， 与 元 素 有 关 ) 以 后 
所 有 集合 的 那 种 元 素 的 全 体 组 成 的 集合 ， 称 为 这 一 集 列 的 下 限 集 ， 
记 作 

,An (或 lim inf A,), 
这 就 是 说 ,车 Zz < ,lim 4n， 则 总 存在 no(z)， 使 得 对 任意 > 
mo(z)， 都 有 ze An. 显然 有 


lim 4。C lim A,. 
元 一 55 姑 一 oo 


如 果 集 列 {4n} 的 上 限 集 和 下 限 集 相等 ， 即 lm 4 = 二 An 


则 称 集 列 {4} 是 收敛 的 ， 这 时 称 集 合 4 = Tim 4n = jms 4n 是 
{An} 的 极限 ， 记 为 


A= lim 4n. 
车 集 列 {4，} 满足 条 件 
AnCAnti (或 AnD Ant1)， n=1,2,.… 


则 称 {4n} 是 单调 增加 (减少 ) 集 列 . 单调 集 列 一 定 存在 极限 ， 且 有 
1° 若 {An} 是 单调 增加 的 ， 则 


Jim A» 一 U 4; 
n=1 
2° 若 {An} 是 单调 减少 的 ， 则 
lim An = 门 4 


n=l 
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例 1.1. 在 民 中 ， 4, 二 [0.1+1/nj. nn 二 1,2.... 是 单调 减少 集 
列 ， 它 有 极限 集 、 且 


x 

i = [0.1 

im 沽 二 站 4， = [0.1}. 
n= 
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记 C = (0. 了， 将 其 三 等 分 ， 去掉 中 间 的 1/3 部 分 ， 得 C1 = 
[0.1/3j [2/3.1]， 再 把 C1 的 两 个 区 间 ， 分 别 三 等 分 ， 又 分 别 都 去 
掉 中 间 的 1/3 部 分 ， 可 得 

C2 = bo 引 U 上 引 U 上 | U 团 和 (1.3.1) 
按 此 步骤 继续 下 去 ( 见 图 1.4)， 由 归纳 可 见 ，(',, 将 由 2" 个 长 度 为 
1/3" 的 闭 区 间 组 成 ， 即 


区 记 [ 二 U Ed UU 车 L | (1.3.2) 


Co 
Cn 
一 一 一 一 一 一 -一 一 一 -一 一 一 Co 
eR es 
-- -ec 


图 1.4 Cantor 三 分 集 
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一 一 


易 见 ，{Cn} 是 一 递减 集 列 : 
CoD C1I OCI.I Cn I (1.3.3) 
于 是 该 集 列 是 收敛 的 ， 用 C 表示 它 的 极限 集 ， 有 


= ,lim Cn -让 Gs (1.3.4) 


集合 C 称 为 Cantor 三 分 集 ， 下 面 给 出 C 的 几 个 简单 性 质 : 
1° C 不 包含 任何 正 长 度 的 区 间 ， 并 且 它 的 长 度 为 零 . 
C 没有 孤立 点 ， 意 思 是 说 : 如 果 点 a E C， 则 对 任何 的 
E > 0， 不 管 它 多 么 小 ， 在 区 间 (a 一 e,a 十 Ee) 中 总 包含 C 中 不 同 于 a 


3° C 是 闭 集 *. 

各 C 是 自 相似 的 易 见 CN[0,1/3] 或 Cn[2/3,1] 都 是 与 C 
本 身 相 似 的 ， 其 相似 比 为 1/3. 换 句 话说 ， 若 将 CN [0,1/3] 或 
Cn[2/3,1] 放 大 3 倍 ， 可 得 整个 C，、 类 似 地 ， 若 将 Cn[0, 1/9] 放大 
9 倍 ， 亦 可 得 C 本 身 ， 这 种 由 一 个 集合 的 局 部 进行 适当 放大 ， 可 得 
集合 本 身 的 性 质 ， 称 为 自 相 似 性 . 

为 了 描述 Cantor 三 分 集 ， 将 其 集合 中 的 点 用 三 进 制 小 数 表示 
是 很 方便 的 . 对 于 每 个 数 z e [0, 1]， 可 以 用 三 进 制 小 数 展开 : 


f=) ,a31, a;€ {0,1,2}. (1.3.5) 


* 闭 集 概念 可 参考 本 蔬 第 三 章 . 
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为 了 简单 ， 记 为 7 = (aia2.…u…). 对 于 形状 是 m/37 
(0< <3 是 自然 数 ) 的 数 ， 可 有 两 种 不 同形 式 的 展开 ， 如 


1 (000...) 一 (0222.…). 


为 了 讨论 方便 ， 我 们 作 如 下 规定 . 若 
I=m/3/ =al:3-1+a2 .32 二 十 :3 其 中 心 #0. 


则 当 ax = 2 时 ， 取 >z = (az ak000…);， 当 内 = 工时 ， 了 到 
= (02 dk-iak222…)， 其 中 必 = 必 一 1=0. 易 见 在 这 
种 规定 下 ， 


1 
= = (0222...). 


= (2000….). 


注意 到 除了 形状 是 m/3 的 这 类 数 外 ，[0. 1] 中 其 他 的 数 只 有 一 种 展 
开 式 . 

定理 1.1. 设 ze [0.1]， 那 么 x EC 的 充分 必要 条 件 是 : 在 开 
的 展开 式 (1.3.5) 中 ， 有 aj = 0 或 2，Vj. 


证 明 ”依照 Cantor 集 的 构造 法 ， 第 一 次 从 [0. 1] 中 去 掉 的 区 间 
是 (1/3,2/3)， 在 该 区 间 中 的 点 的 三 进 制 展开 式 的 第 一 位 数字 是 1， 
而 Ci 中 的 点 的 三 进 制 展开 式 的 第 一 位 数字 是 0 或 2， 又 第 二 次 去 掉 
的 两 个 区 间 是 (1/9,2/9) 及 (7/9,8/9)， 它 们 中 的 点 的 三 进 制 展开 式 
分 别 有 形 式 (01.… ) 及 (21…) . 而 C2 中 的 点 的 三 进 制 展开 式 中 ， 
第 1、2 位 都 不 含 数字 1. 依次 类 推 ， 可 见 re Cn 的 充 要 条 件 是 其 
展开 式 中 首 ”位 数字 都 是 0 或 2. 由 C = 门生 C,， 可 知 C 中 的 点 
的 三 进 制 展开 式 中 的 数字 都 是 0 或 2. 反 过 来 ， 若 的 三 进 制 展开 
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式 中 的 所 有 数字 都 是 0 或 2 ， 则 对 于 所 有 的 n，z € Cn 成 立 ， 从 而 
rEC. 


下 面 将 从 另外 的 角度 去 讨论 Cantor 集 . 设 了: R" 一 RR*, 集合 

CR", 记 
f(E)= {f(z)|z € E}. 

车 存在 集合 4 C R"， 使 得 f(4) = 4， 则 称 4 是 f 的 不 变 集 . 
注意 到 不 变 集 不 一 定 是 唯一 的 . 例 : f(z) = z?， 则 {0}, {1}, {0,1} 
都 是 它 的 不 变 集 . 

设 给 定 N 个 函数 fi : R" 一 R"，i = 1,2,… ,N， 定 义 


N N 
(U a (E)=[jJf(E), EcR". 
i=1 i=1 
如 果 存 在 集合 4 C R"， 有 


4= (f(A4). 
i=1 
则 称 4 是 函数 系 {fi 六， 的 不 变 集 . 
令 
ha = jz，Hm= J+2. (1.3.6) 


显然 及 :[0,1] 一 [0,1/3]， 包 :[0,1] 一 [2/3,1]， 因 此 
(fi Uf2) ([0,1]) © [0,1]. 


定理 1.2. 设 C 是 Cantor 三 分 集 用, 所 由 (1.3.6) 式 定义 ， 则 
有 
C=(PhuP)(C). (1.3.7) 
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证 明 设 z= (uaz…),， 则 
fi(7) = (0ataz…)、 f(x) = (2a102:…). 


因为 + eC 的 充 要 条 件 是 x 的 三 进 制 展 开 式 中 ， 所 有 数字 都 是 0 或 
2， 所 以 x € f1(C) 的 充 要 条 件 是 : 4 的 三 进 制 展开 式 中 ， 第 一 位 数 
字 是 0， 并 且 其 余数 字 是 0 或 2. 同样 ，" < f2(C) 的 充 要 条 件 是 : + 
的 三 进 制 展开 式 中 ， 第 一 位 数字 是 2， 并 且 其 余数 字 是 0 或 2. 因 
此 , 我 人 有 户 (C) CC， 户 (C) C C. 从 而 户 (C)U PC) CC 
反之 ， 任 取 工 = (aia2…)eEC, 必 有 ul = 0 或 2， 并且 当 
1>2 时 ,ww=0 或 2 从 而 当 w = 0 时 , rE 用 (0) ; 当 a1 =2 
时 ，zr € 户 (C). 所 以 ，C C fi(C)Uf2(0). 口 


Cantor 三 分 集 是 一 个 著名 的 分 形 集 ， 它 还 可 以 从 多 种 途径 加 以 
推广 . 下 面 的 叙述 可 以 看 成 是 Cantor 型 集合 的 一 般 化 构造 . 
取 [0.1] 中 的 单调 递减 的 子 集 序 列 : 


[0U=ESEDE DO..…DE I... 


其 中 每 个 Ei 都 是 由 有 限 个 彼此 不 相交 的 出 区 间 (通常 称 为 基本 区 
闻 ) 的 并 组 成 ， 且 Ek 的 每 个 基本 区 间 至 少 包含 Ei 中 的 两 个 区 
间 . 又 当 上 一 XX 时 ，E; 中 最 大 的 基本 区 间 长 度 趋 于 零 . 集合 


5 
=a 


k=0 
称 为 广义 的 Cantor 集 ， 它 也 是 一 个 分 形 集 . 但 与 Cantor 三 分 集 比 
较 ， 一 般 没有 自 相 似 性 . 
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8 1.4 Sierpinski ( 谢 尔 宾 斯 基 ) 垫 片 


给 定 平面 R? 上 的 一 个 单位 正三 角形 So， 在 每 边 上 取 中 点 ， 然 
后 两 两 连结 ， 构 成 四 个 边 长 为 1/2 的 正三 角形 ， 去 掉 中 间 一 个 三 角 
形 (但 保留 其 三 条 边 )， 得 到 集合 51， 见 图 1.5. 又 在 S; 上 的 三 个 三 
角形 的 每 边 取 中 点 ， 分 别 连结 成 边 长 为 1/22 的 小 正三 角形 ， 又 分 
别 去 掉 中 间 一 个 (同样 保留 每 个 三 角形 的 三 边 )， 余 下 一 共有 32 个 
三 角形 .如 此 不 断 继续 下 去 ， 得 到 一 平面 集 列 : 


SoD59D592D.…259n2D: 


可 见 Sk 是 由 3* 个 边 长 为 1/2* 的 正三 角形 组 成 .{Sk} 的 极限 集 
3 = 人 ezo Sk 称 为 Sierpinski ( 谢 尔 宾 斯 基 ) 垫 片 . 

Sierpinski 热 片 也 是 一 个 著名 的 分 形 集 ， 它 和 Cantor 三 分 集 一 
样 ， 也 是 自 相似 的 . 它 的 外 壳 是 一 个 三 角形 ， 但 内 部 留 了 许多 空 
隙 ， 可 以 说 几乎 被 掏 空 了 . 

现 将 So 放 在 坐标 系 的 第 一 象限 中 ， 使 其 中 一 个 顶点 与 原点 重 
合 ， 一 条 边 在 > 轴 上 . 

定义 R? 一 R? 的 映射 : 


de AA 
"(5)- (0) es 
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Si 


图 1.5 ” Sierpinski 热 片 


(1.4.1) 
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3 大 
s.- (Us) (S0), k>1. 
i=1 


可 以 证 明 (证 明 留 给 读者 ) 


定理 1.3. 设 5 是 Sierpinski 热 片 ，fi(i = 1,2,3) 由 (1.4.1) 定 
义 ， 则 有 


5= (0 a (5). 


8 1.5 ”Koch ( 科 克 ) 曲线 


Koch 曲线 的 构造 如 图 1.6 所 示 . 从 平面 R? 上 任 一 线段 PB ( 设 
长 度 为 ! ) 开始 ， 在 已 长 度 的 1/3 及 24/3 处 撑 起 一 个 边 长 为 1/3 的 
正三 角形 ， 同 时 去 掉 底 边 ， 得 一 折线 已 . 已 含有 4 条 长 度 为 1/3 
的 线段 ， 又 对 忆 的 四 条 线段 中 的 每 一 条 重复 上 述 过 程 ， 即 在 每 段 
长 度 的 1/3 及 2/3 处 都 撑 起 一 个 正三 角形 ， 同 时 去 掉 底 边 ， 得 折线 
已: 忆 含 有 各 个 长 度 为 1/3? 的 线段 . 将 这 个 过 程 不 断 重复 进行 
下 去 ， 可 得 一 折线 序列 {P.}. 可见 及 含有 4 个 长 度 为 1/3* 的 线 
段 ， 它 的 总 长 度 是 (4/3)* .1. 因此 随 着 上 的 增加 ， 它 将 趋 于 无 穷 . 
该 序列 {P.} 与 前 两 节 中 的 {Cx} 与 {Sk} 有 些 不 同 ，{Cx} 与 {Sk} 
都 是 递减 的 闭 集 列 ， 但 {Pk} 不 是 单调 集 列 ， 那 么 其 极限 过 程 是 否 
收敛 ? 下 面 就 讨论 这 个 问题 .首先 给 出 一 些 定义 . 
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人 


Ph nn 


Ce 
J 


Pp 
图 1.6 Koch 曲线 


定义 1.1. 称 映射 有: [4.4 一 区? 是 仿 射 变换 ， 如 果 它 有 如 下 形 


my nl 
f(2)= 和 中 Tefo ieR，i=1,2. 
m2 n2 


(1.5.1) 


实际 上 ，(1.5.1) 式 确定 了 一 个 以 x 为 参数 的 直线 方程 ， 因 此 / 
将 [a. 串 变换 成 平面 上 的 一 条 线段 . 
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定义 1.2. 称 映射 有: [a, 避 一 R? 是 分 段 仿 射 变换 ， 如 果 存 在 
[9] 的 一 个 分 划 : a = 二 zo < ZI1 < 7T2 <.… < zn = 5， 使 得 了 在 每 
个 子 区 间 [zj-1,7j] 上 都 是 仿 射 变换 . 


显然 分 段 仿 射 变换 将 [o, 映射 成 一 多 边 形 曲线 . 
设 4(ztg), B(za,yz) 是 平面 R? 中 的 任意 两 点 ， 用 d(4, B) 表 
示 它 们 之 间 的 欧 几 里 得 距离 ， 即 


d(A,B) = V(z1 — 72)? + (yi — y2)?. 


又 设 g1,g2 都 是 [4,9] 一 R? 的 连续 映射 ， 用 llg1 - gz|| 表示 它们 
之 问 的 距离 : 


19 ~ gz 三 ne d(g1(7), 9g2(7)). (1.5.2) 


现在 继续 讨论 Koch 曲线 . 不 妨 设 线段 Po 就 是 区 间 了 = [0, 1]. 
将 了 四 等 分 ， 作 分 段 仿 射 变换 户 ， 将 工 映射 成 已 ( 见 图 1.7). 具体 
构造 为 : 有 将 区 间 [0, 1/ 和 映射 成 忆 的 从 点 (0,0) 到 点 (1/3,0) 的 
线段 ; 将 区 间 [1/4,1/2] 映射 成 P 的 由 点 (1/3,0) 到 点 (1/2, V3/6) 
的 一 段 ; 又 将 区 间 [1/2,3/4 映射 成 已 的 由 点 (1/2,V3/6) 到 点 
(2/3,0) 的 一 段 ; 最 后 将 [3/4,1] 映射 成 P 的 由 点 (2/3,0) 到 点 
(1,0) 的 一 段 . 

接着 将 [0,1] 进行 42 等 分 ， 作 分 段 仿 射 变换 户 ， 仿 照 有 i 的 做 
法 依次 将 它们 映射 成 已 的 和 2 个 线段 中 的 相应 一 段 ， 得 fz([0, 1]) = 
PP. 

如 此 继续 下 去 ， 到 第 步 ， 构 造 分 段 仿 射 变换 fi.， 将 [0,1] 的 
个 等 分 中 的 每 一 段 依次 变换 成 Pi 的 4 段 中 相应 的 一 条 线段 ， 得 
fr([0, 1]) = 及. 
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| ® 


图 1.7 分 段 仿 射 变换 访 


接 下 去 我 们 要 证 明 ， 这 样 构造 出 来 的 分 段 仿 射 变换 序列 {了} 
是 收敛 的 ， 

首先 我 们 注意 到 让 上 的 任何 一 点 与 2 上 的 任何 一 点 之 间 的 距 
离 ( 欧 氏 距离 ) 不 超过 1. 于 是 ， 依 (1.5.2) 中 的 定义 可 知 有 


lo 一 万 |<s 1. 


现在 估计 当 大 > 1 时 fi 一 f+1|| 的 大 小 .将 [0.1] 等 分 成 4 个 
小 区 间 ， 设 /是 其 中 的 任意 一 个 小 区 间 ， 那 么 (站) 将 是 及 中 的 
一 条 线段 ， 它 的 长 度 是 3“ 又 由 有 i,1 的 构造 方法 ， 可 见 fi.1(,7) 
上 任意 一 点 与 fk(7) 上 任意 一 点 之 间 的 距离 将 不 超过 3 天， 于 是 有 


1 
fe — frrill s 英 ， 


对 于 任意 自然 数 'm > n， 有 


m—l 


fal < DNs 37=3 (15.3) 
人 


j=n 
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因此 { 户 } 构成 一 个 Cauchy 序列 *， 由 于 连续 函数 空间 在 度量 
由 (由 (1.5.2) 式 定义 ) 下 是 一 个 完备 空间 *， 于 是 存在 连续 泪 数 
f:[0,1] 一 R?， 有 


lf -fr = 0 (n= 0%). 


函数 f 的 图 象 就 是 Koch 曲线 . 

Koch 曲线 也 具有 自 相似 性 . 同样 也 能 找到 相应 的 函数 系 ， 使 
其 不 变 集 就 是 Koch 曲线 . 

Koch 曲线 的 生成 过 程 是 相当 规则 的 ， 从 一 单位 线段 开始 ， 
去 掉 中 间 的 1/3， 代 之 以 一 个 等 边 三 角形 的 两 条 边 ， 形 成 图 形 
“个 _”. 然后 在 四 条 长 度 为 1/3 的 边 上 ， 重 复 上 述 步 又， 
把 每 条 边 都 用 图 形 “_ 人 _” 取 代 ， 只 是 该 图 形 的 每 边 长 度 是 
1/3?， 将 这 个 过 程 不 断 重复 下 去 就 可 以 得 到 Koch 曲线 . 下面 我 们 
采用 “字符 种 ”的 方法 来 描述 上 述 过 程 ， 利 用 它 可 在 计算 机 上 描绘 
出 Koch 曲线 . 首先 约定 : 

A: 表示 逆 时 针 方 向 旋转 角度 1/3 ; 

B: 表示 顺 时 针 方向 旋转 角度 /3 ; 

C: 表示 从 当前 点 开始 沿 当前 方向 画 一 长 度 为 卫 的 线段 
于 是 字符 串 “C” 表 示 起 点 在 (0,0)， 终 点 在 (1,0) 的 单位 线段 . 
而 字符 串 “C4CBBC4C” 表 示 从 (0,0) 出 发 向 前 画 一 长 L = 1/3 
的 线段 ， 画 笔 停 在 (1/3,0) 处 . 下 一 个 是 字符 4， 故 应 绕 逆 时 针 方 
向 转角 r/3， 在 操作 字符 4 后 ， 当 前 点 的 位 置 是 (1/3,0)， 而 当前 
方向 为 /3. 在 进行 操作 C 时 ， 则 从 (1/3,0) 出 发 ， 沿 r/3 方向 
“有 类 Cauchy 序列 、 完 备 室 间 的 概念 ， 可 参考 本 书 第 二 章 . 
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画 一 线段 ， 长 度 工 = 1/3. 在 进行 字符 C 操作 之 后 ， 当 前 点 变 为 
(1/2, V3/6)， 而 当前 方向 仍 是 +/3. 接 下 去 是 2 个 字符 BB， 表 示 
沿 顺 时 针 方向 转 2 个 r/3 角度 ， 因 此 在 进行 BB 操作 后 ， 当 前 点 
仍 是 (1/2, V3/6)， 但 当前 方向 为 -r/3. 接 下 去 在 字符 C 操作 后 ， 
当前 点 变 为 (2/3,0)， 当 前 方向 为 -r/3. 再 接 下 去 是 第 7 个 字符 
4， 操 作 后 当前 方向 变 为 0. 最 后 再 进行 C 操作 ， 画 出 从 (2/3.0) 
到 (1.0) 之 间 的 线段 .整个 过 程 结 束 ， 画 出 了 PP 的 图 . 

为 了 得 到 忆 的 图 ， 只 要 在 字符 串 “C4CBBC4C” 中 ， 将 字 
符 “C” 用 字符 串 “C4CBBC4C” 代 替 ， 得 到 字符 串 “C4CB 
CAC ACACBBCAC BBC4CBBC4C ACACBBCAC ” .但 
要 注意 这 时 画 每 段 线段 的 长 度 工 应 是 上 一 次 长 度 的 1/3， 即 1/32. 

如 此 可 不 断 地 用 上 述 方法 重 写字 符 串 ， 得 到 Koch 曲线 的 近似 
序列 {PP}. 

这 种 字符 串 替 换 法 ， 是 用 计算 机 绘制 分 形 图 形 的 一 种 简单 有 效 
的 方法 、 它 是 美国 生物 学 家 Lindenmayer 于 1968 年 为 了 描述 植物 
生长 过 程 而 引入 的 ， 被 称 为 工 系统. 后 来 图 形 学 家 Prusinkiewicz 
和 Smith 等 人 将 人 上 系统 引入 了 图 形 学 ， 使 了 系统 成 为 一 类 自然 景 
物 模拟 的 有 效 方法 . 


8 1.6 ”随机 分 形 的 例子 
前 三 节 讨论 的 三 个 分 形 集 有 一 个 共同 点 ， 就 是 都 从 一 个 简单 的 


集合 (例如 : 一 条 直线 段 或 三 角形 ) 开始 ， 构 造 一 系列 新 的 集合 .每 
个 新 集合 都 是 通过 对 前 一 个 集合 的 适当 处 理 (再 分 割 ) 得 到 的 ， 而 这 


24 第 一 章 分 形 集 


种 处 理 ， 完 全 是 确定 性 的 ， 而 不 是 随机 性 的 . 本 节 将 简单 介绍 另 一 
类 分 形 集 ， 称 为 随机 分 形 集 . 


以 随机 Koch 曲线 为 例 . 在 81.5 Koch 曲线 的 构造 中 ， 每 次 去 
掉 线段 的 中 间 1/3， 代 之 以 等 边 三 角形 的 两 条 边 ， 且 三 角形 总 是 
“向 上 ” 凸 的 .现在 我 们 改变 这 种 做 法 ， 使 得 三 角形 可 以 “向 上 ?” 
上 三， 也 可 以 “向 下 ” 凸 ， 并 采用 随机 方法 来 决定 是 “向 上 ”还 是 
“向 下 ”例如 可 以 用 掷 五 分 硬币 ， 出 现 5 字 就 取 “ 向 上 ”, 否 
则 取 “ 向 下 ”. 经 过 车 于 步 后 ， 可 以 得 到 一 条 很 不 规则 的 曲线 ( 见 
图 1.8)， 它 与 Koch 曲线 有 些 类 似 ， 又 有 所 不 同 ， 最 重要 的 是 它 已 
没有 自 相似 性 . 但 是 车 注意 到 在 构造 中 ， 每 一 步 都 是 以 独立 的 、 同 
概率 分 布 的 方式 进行 的 ， 则 不 难 理解 将 曲线 局 部 放大 后 与 整体 应 有 
相同 的 统计 分 布 ， 人 们 将 这 种 性 质 称 为 统计 自 相似 . 


图 1.8 随机 Koch 曲线 


从 图 1.8 可 以 发 现 ， 随 机 Koch 曲线 与 海岸 线 非常 相似 .事实 
上 利用 分 形 方法 ， 借 助 计算 机 对 自然 景物 进行 模拟 ， 已 经 取得 了 很 
大 的 成 功 ， 特 别 是 对 山 、 草 地 、 水 、 云 等 都 能 达到 相当 逼真 的 程度 
( 见 图 1.9 ). 
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大 


图 1.9 分 形 山 


8 1.7 ”什么 是 分 形 


至 今 “ 分 形 ” 这 个 概念 还 没有 确切 的 科学 定义 . 1982 年 Man- 
delbrot 在 最 初 的 论述 中 ， 定 义 分 形 是 这 样 的 一 种 集合 ， 它 的 豪 斯 
道夫 维 数 严格 大 于 其 拓扑 维 数 (集合 的 拓扑 维 数 是 通过 归纳 定义 
的 ， 因 此 又 称 为 归纳 维 数 . 集合 的 拓扑 维 数 总 是 取 整 数 ， 空 集 的 拓 
扑 维 数 为 -1. 可 以 证 明 Cantor 三 分 集 的 拓扑 维 数 为 0，Sierpinski 
垫 片 的 拓扑 维 数 为 1 )， 但 是 这 个 定义 并 不 合理 ， 因 为 它 将 一 些 分 
形 集 (例如 Peano 曲线 ) 排除 在 外 . 

后 来 1986 年 Mandelbrot 修正 了 上 述 定 义 : “组 成 部 分 以 某 种 
方式 与 整体 相似 的 形体 叫做 分 形 ”. 但 是 自 相似 性 并 不 能 包括 分 形 
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的 全 部 属性 ， 因 此 该 定义 也 是 欠 完 整 的 . 

1990 年 ， 英 国 数学 家 K.Falconer 出 版 了 Fractal Geometry 一 
Mathematical Foundations and Applications 一 书 ， 它 是 介绍 分 形 
理论 及 应 用 的 专著 ， 主 要 论述 了 集合 分 形 维 数 的 各 种 定义 与 计算 方 
法 ， 并 较 广 泛 地 介绍 了 分 形 在 数学 与 物理 上 的 多 种 应 用 . 他 在 书 中 
给 分 形 的 定义 做 了 如 下 描述 . 

称 集合 FF 是 分 形 ， 如 果 它 具有 如 下 的 一 些 特征 : 

1? 瓦 具有 精细 的 结构 ， 即 在 任意 小 的 尺度 下 ， 它 总 具有 复杂 的 
细节 . 

2? 已 是 如 此 的 不 规则 ， 以 致 于 它 的 整体 与 局 部 都 不 能 用 传统 的 
几何 语言 来 描述 . 

3? 下 通常 有 某 种 自 相似 性 ， 可 能 是 近似 的 或 是 统计 的 . 

4 一 般 地 说 ， 互 的 “分 形 维 数 ”( 以 某 种 方式 定义 ) 大 于 它 的 拓 
扑 维 数 . 

5° 在 大 多 数 令 人 感 兴趣 的 情形 下 ， 瓦 以 非常 简单 的 方法 定义 ， 
可 能 由 迭代 产生 . 

事实 上 ， 在 自然 界 中 没有 真正 的 分 形 ， 就 象 没有 真正 的 加 和 直 
线 一 样 . 通常 我 们 将 云彩 的 边界 、 地 球 表面 的 形状 、 海 岸 线 等 等 看 
作 分 形 . 但 是 如 果 用 充分 小 的 比例 去 观察 它们 ， 会 发 现 它们 的 分 形 
特征 消失 了 . 因而 仅 在 一 定 的 比例 范围 内 ， 它 们 才 表 现 出 了 类 似 分 
形 的 特点 .也 只 有 在 这 种 比例 下 ， 可 以 被 看 成 是 分 形 集合 ， 因 此 自 
然 界 中 的 分 形 与 数学 中 的 “分 形 集 ” 是 有 区 别 的 . 
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维 数 这 个 名 词 对 我 们 并 不 生疏 ， 在 经 典 的 欧 氏 空间 中 ， 点 是 (0 
维 ， 直 线 是 1 维 ， 平 面 和 立方 体 分 别 是 2 维和 3 维 . 这 时 候 我 们 是 
把 维 数 看 成 自由 度 ， 直 线 上 的 点 可 用 一 个 实数 表示 ， 平 面 上 的 点 可 
用 2 个 实数 表示 .一般 的 维 空间 有 个 自由 度 ， 其 中 的 点 需 用 
个 实数 (x .x2.…… .x,) 来 表示 . 这 种 想法 是 很 自然 ， 但 这 个 观点 在 
100 多 年 前 被 提出 过 质疑 ，1890 年 意大利 数学 家 G.Peano 第 一 个 构 
造 出 一 条 曲线 ， 称 为 Peano 曲线 ( 见 图 2.1)， 用 它 可 以 町 盖 一 个 正 
方形 ， 当 时 令 数 学 家 们 大 吃 一 惊 . 


1891 年 德国 数学 家 D.Hilbert 也 给 出 了 一 个 填 满 单位 正方 形 
[0. 了 1 x [0.1 的 曲线 ,该 方法 可 以 类 推 到 更 高 维 的 空间 . 由 这 两 个 例 
子 可 见 ， 如 果 从 自由 度 去 考虑 ， 可 以 把 正方 形 看 成 是 一 维 的 集合 ， 
显然 这 是 不 合理 的 . 那么 究竟 如 何 定义 维 数 呢 ? 

Poincare (1912) 和 Lebesgue (1911) 都 曾 对 维 数 的 定义 提出 过 重 
要 思想 ， 但 总 的 来 说 ， 对 维 数 只 停留 在 直观 的 描述 ， 缺 乏 严格 的 数 
学 定义 .使 维 数 研究 取得 重要 进展 的 ， 首 先 应 归功 于 Hausdorff， 
它 于 1919 年 在 测度 基础 上 ， 引 入 了 Hausdorff 维 数 概念 ， 它 适用 于 


28 第 二 章 维 数 


图 2.1 Peano 曲 线 


任何 集合 ， 在 数学 处 理 上 比较 方便 . Hausdorf 维 数 的 概念 是 了 解 
分 形 数学 的 重要 基础 . 
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设 X 是 一 个 给 定 的 集合 ，X 的 子 集 用 大 写字 母 4, B,C,… 表 
示 ，@ 表示 空 集 . 

定义 2.1. 设 5 是 由 六 的 某 些 子 集 所 构成 的 非 空 集合 类 ， 若 满 
足下 列 条 件 : 

1° X,G 都 属于 5; 

2 设 {4i 计 是 3 的 任 一 集 列 ， 则 UP 4i e 5; 
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3 若 4.42eS. 则 4 -4oe59: 
则 称 9 是 一 个 o 代数 或 Borel 体 . 

从 定义 可 知 ， 一 个 o 代数 对 于 “可 列 并 ”及 “ 差 ”的 运算 是 封 
闭 的 . 容易 证 明 o 代数 对 于 “可 列 交 ” 也 是 封闭 的 . 

定义 2.2. 设 5S 是 由 六 的 某 子 集 所 组 成 的 oq 代 教 , 1 是 9 上 的 
集 函 数 . 如果 满足: 

1° ju(2) = 0: 

2? 非 负 性 : 对 任何 A4ES， 有 

Og(A) sg +x: (2.1.1) 

3? 可 列 可 加 性 : 对 任何 一 列 {4i} 兰 ! C S$S， 如 果 Ai; m4) = 

@ (i 闫 让， 那么 


n 四 + = 》 104 让 
Je 1 
则 称 几 是 5S 上 的 测度 ， 当 J 几 (XX) < +x 时 ， 称 几 为 有 界 测度 . 
可 以 证 明 ， 如 果 4 是 9 上 的 测度 ， 那 么 下 面 三 个 性 质 成 立 : 
(单调 性 :如果 4,BE S.A4cB, 则 J(4) < 1(B): 
(ii) 次 可 列 可 加 性 : 如 果 4,,(n = 1.2.…) 及 4A 都 属于 S， 且 
AC UX ,4,， 则 有 


A(A) < 》 nd): (2.1.2) 


n= 


(iii) 若 4 = ,im 4w， 且 AU 4,) < 2， 则 


L(A) = lim (A,). 
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在 直线 上 ， 常 见 的 子 集 有 下 面 三 类 : 

(1) 区 间 : 

开 区 间 (a,B) = {zla<z<B); 

闭 区 间 [a,B8] = {zla < z < DP}; 

半 开 半 闭 区 间 

(a,8]={rzla<rsgB} 或 [a,B)= {zla < zx < BP}; 

(2) 开 集 : 它 是 由 有 限 个 或 可 列 个 开 区 间 的 并 集 组 成 ， 例 
如 (a1, B1) U (02, Ba). 

(3) 闭 集 : 开 集 的 余 集 . 

将 直线 上 的 开 集 和 闭 集 ， 经 过 有 限 次 或 可 列 次 的 “并 ”与 
“ 交 ” 的 运算 后 ， 所 生成 的 集 称 为 Borel 集 . 它 的 全 体 构成 一 个 
代数 ， 称 为 一 维 Borel 体 . 

在 及 上 的 一 维 Lebesgue 测度 C1 是 这 样 定义 的 : 首先 令 


Li([@,B) = Ba. 
又 车 4 = Uilai,bi) 为 一 个 有 限 或 可 列 个 互 不 相交 区 间 的 并 集 ， 则 
令 

£1(4) = D0; — oi). 


对 于 一 般 集合 ， 则 定义 为 
c= {Sl alae Ueo (2.1.3) 
i=1 i=1 


(2.1.3) 式 的 意思 是 : 在 4 的 所 有 可 能 的 区 间 (可 列 个 ) 覆盖 中 ， 取 
尽 可 能 小 的 区 闻 长 度 的 总 和 作为 它 的 测度 . 这样 定义 的 Cl 是 一 个 
测度 ， 称 为 一 维 Lebesgue 测度 . 
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用 同样 方法 ， 可 以 定义 RR" 上 的 ， 维 Lebesgue 测度 LC". 集 
有 二 [a 本) x [az.b2) x … x [an.b,) 称 为 R" 中 的 坐标 长 方 体 . 令 


LC"(A)= (01 — a)(by — a2):…(b, ~ an). 
对 集合 A C 及 "， 定 义 


Ce(4) = wi (Dela c i 4; 是 R" 中 的 坐标 长 方 体 ，. 

这 人 (2.1.4) 
一 维 、 二 维 及 三 维 的 Lebesgue 测度 通常 分 别 理解 为 集合 的 长 度 、 
面积 及 体积 ， 

例 2.1，Cantor 三 分 集 的 一 维 Lebesgue 测度 为 (小 

事实 上 ， 由 (1.3.4) 及 (2.1.2)(iiij、 有 

CI(C) = im £1(C,) = lim 3 = (0. 

在 经 典 的 欧 氏 几何 中 ， 图 形 的 长 度 、 面 积分 别 是 用 单位 线段 
或 单位 正方 形 作为 度量 单位 进行 测量 所 得 的 值 . 从 上 面 的 例子 可 
见 ， 如 果 用 单位 线段 的 长 度 (一 维 尺度 ) 对 Cantor 集 进 行 测量 ， 由 
于 Cantor 集 太 稀疏 了 ， 测 得 的 值 只 能 是 0. 这 说 明 一 维 尺度 对 于 
Cantor 集 来 说 是 “ 太 粗 ”了 . 同样 对 于 Koch 曲线 ， 用 一 维 尺 度 去 
量 ， 得 到 的 值 将 是 无 穷 大 .而 如 果 用 单位 正方 形 的 面积 (二 维 尺度 ) 
去 量 得 到 的 值 却 是 0. 这 意味 着 一 维 尺度 对 Koch 曲线 是 “ 太 细 ” 
了 ， 而 二 维 尺度 又 “ 太 粗 ”了 . 究 其 原因 ， 不 难 发 现 ， 这 里 使 用 的 
都 是 整数 维 的 尺度 ， 它 对 于 一 些 分 形 集 不 适合 。 我 们 为 什么 不 用 非 
整数 维 的 尺度 去 试 试 呢 ? 
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8 2.2 ”Hausdorff ( 豪 斯 道夫 ) 测度 


用 x= (z1,z2,… ,zn) 表示 空间 及" 中 的 点 . 记 


证 1/2 
网 本 位 引 
i=1 


表示 点 x 的 范 数 . 若 x,ye R"， 那 么 |x - y| 表示 这 两 点 间 的 欧 氏 
距离 . 


设 FC R" 是 非 空子 集 , 记 
IFI= sup |x—yl, 
xyEF 


它 表 示 集 F 中 任意 两 点 间距 离 的 上 确 界 ， 称 为 集 |F| 的 直径 ， 

定义 2.3. 集 已 CRn， 又 4 = {4i} 是 Rr 中 一 个 有 限 或 可 数 
的 子 集 族 . 如 果 A 的 每 个 子 集 的 直径 都 不 超过 6， 即 |4i| < 56,Vi， 
又 下 CU4i， 则 称 4 是 瓦 的 一 个 5 覆盖 . 


令 s>0 及 5>0, 记 
HE(F) = inf 位 Ail 


(2.2.1) 式 的 意思 是 : 在 所 有 下 的 5 覆盖 中 ， 取 其 子 集 直径 的 。 次 短 
总 和 尽 可 能 小 的 值 由 定义 ， 若 {4;} 是 下 的 某 个 5 覆盖， 那么 一 
定 有 


[4 是 王 的 5 天] (2.2.1) 


TE(F) < 2 14i (2.2.2) 
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注意 到 当 5 减 小 时 ，74;( 大 ) 是 不 减 的 . 因此 当 5 一 0 时 ，KH(FF) 
将 趋 于 一 个 极限 (不 排除 + 的 可 能 性 ). 记 
He(F) = liny 6(F). (2.2.3) 
可 以 证 明 ，H* 是 RR" 上 的 一 个 测度 ， 称 为 s 维 Hausdorf 测 
度 . 
与 Lebesgue 测度 一 样 ，Hausdorf 测度 推广 了 长 度 、 面 积 和 


体积 的 概念 .同时 R" 中 任何 子 集 的 1 维 Hausdorff 测度 与 维 
Lebesgue 测度 相差 一 常数 倍 ， 精 确 地 说 ， 有 


KH"(F)=citL"(F)， (FF 是 R" 中 的 Borel 子 集 ) (2.2.4) 


其 中 常数 6, 是 直径 为 1 的 ， 维 球体 积 ， 特 别 地 ， 有 ri = 1.c2 = 
T/4,c3s = T/6. 


定理 2.1. 设 户 CR"， 入 >0， 则 有 
H(AF) = NH*(F), (2.2.5) 
这 里 和 已 二 {Xrlr € F}. 


证 明 ” 设 {.4,} 是 下 的 一 个 5 闭 盖 ， 那么 {和 4,} 必 是 》 忆 的 - 
个 5 覆盖， 由 (2.2.2) 式 可 得 


HAF) < DPA = DA. 
1 i 


由 于 上 式 是 对 任何 F 的 5 覆盖 都 成 立 的， 因此 有 


HOF) < MFO(F). 
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令 5 一 0， 由 上 述 不 等 式 得 
HAF) < NH(F). (2.2.6) 
现在 要 证 明 与 (2.2.6) 相反 的 不 等 式 成 立 . 事实 上 ， 由 (2.2.6) 


直接 可 得 i 
Te(F) = H(AF) < OF). 
即 
HAF) > NH(F). (2.2.7) 


结合 (2.2.6) 与 (2.2.7) 可 得 (2.2.5) 式 . 回 


众所周知 ， 长 度 、 面 积 和 体积 ， 当 比例 放大 至 入 倍 时 ， 它 们 
将 相应 地 放大 和 X 和 X3 倍 . 而 定理 2.1 指出 ， 当 比例 放大 和 倍 
时 ，s 维 Hausdorf 测度 则 放大 至 入 倍 . Hausdorff 测度 的 这 个 比例 
性 质 ， 是 分 形 理论 的 基础 . 

例 2.2. 设 C 是 Cantor 三 分 集 ， 记 Cr = Cn[o,1/3]， 显然 有 
人 jc， 于 是 由 定理 2.1 知 ，Hs (CL) -Ts(C)/3*。 

定义 2.4. 设 政 C R"， 映射 f : FF 一 有 Rm， 若 存在 常数 c> 0 
和 a>0,， 有 


[f(x) - f(y)| < clx—yl*, vx,yeF, (2.2.8) 
则 称 了 是 满足 指数 为 a 的 H6lder 条 件 .， 特别 地 ， 当 a 二 1 时 ， 
|f(x)— f(y)| < clx—yl, vx,yeF, (2.2.9) 


则 称 为 李 卜 希冀 (Lipschitz) 映射 . 
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定理 2.2. 设 已 C 开 "， 映 射 卫 : 所 一 吏 "， 满 足 H5lder 条 件 
(2.2.8)， 则 对 每 一 个 常数 5 >>0， 有 


H/F)) < eH(F). (2.2.10) 
证 明 ” 设 {4,} 是 下 的 任意 一 个 5 覆盖 ， 由 (2.2.8) 可 知 


|f(FNAN < cA < c6°. (2.2.11) 


于 是 {f(Fn 4;)} 将 是 f(F) 的 一 个 c6" 覆盖 . 
对 (2.2.11) 式 两 边 作 s/a 次 宪 并 求 和 ， 得 


DFNAN® < elo SNAil’. 
由 (2.2.2) 可 知 
HG (fF) < DHFN A < ee Mi 
注意 到 上 式 对 下 任意 的 5 著 盖 {.4;} 都 是 成 立 的， 因此 
TU) < /HIF). 
再 令 5 一 0， 得 


Ts/r(F(E)) < eS/ (F). 


推论 2.1. 若是 Lipschitz 映射 (满足 条 件 (2.2.9))， 则 有 


Tts(F(E)) < eH (FE). (2.2.12) 
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定义 2.5. 设 CR"， 称 映射 1: 下 一 民 ” 是 保 距 的 ， 如 果 下 
面 等 式 成 立 
lf -fy)=Ix-y, vyerF. (2.2.13) 
推论 2.2. 若 了 是 保 距 映射 ， 则 
70°(f(F)) = HH°(F). (2.2.14) 
证 阴 只 要 对 j 与 三: (f 的 递 映射 ) 同时 利用 推论 2.1 的 结 
论 ， 就 有 
HS(F(F)) < H°(F), 
和 
HE(F) = Hf (fF))) < K(f(F)), 
就 可 得 (2.2.14) 式 . 


设 ae R", 集 政 +a = {x 二 alx € F} 称 为 F 的 平移 . 显 
然 ， 平移 映射 是 保 距 的 . 因此 有 7*( 厂 + a) = Hs(F)， 就 是 说 s 维 
Hausdor 企 测度 具有 平移 不 变性 . 

例如 对 于 Cantor 三 分 集 C,， 记 CR = Cn[2/3,1]， 可 见 CR = 
2/3+ Cr， 因 此 一 定 有 ?ts(Ca) = Hs(CL) = Hs(C)/3:. 


8 2.3 Hausdorff 维 数 


现在 回 到 (2.2.1) 式 ， 对 任意 集合 已 < R"， 当 5 < 1 时 ， 其 中 
每 个 项 |4i 将 随 s 的 增加 而 减少 ， 因 此 14; 是 关于 s 不 增 的 . 设 
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:>s， 有 
2 14 = AA < 6 DA. 
对 该 不 等 式 两 边关 于 {4,} 求 下 确 界 ， 得 
HEF) < 6 HF). (2.3.1) 


假设 对 于 某 个 s > 0， 有 HF) < 二 Xx. 则 当 + > s 时 ,在 (2.3.1) 
式 两 边 ， 令 5 一 0， 可 得 KH'(F) = 0. 因此 作为 s 的 函数 ，KH* (下 ) 
只 能 是 如 下 形式 的 分 段 函 数 : 
+20. s<so, 
7°(F)= 4 er $= s0, (2.3.2) 
0、 ss>s0, 
其 中 so 是 [0,n] 中 的 某 个 数 ，c 是 某 非 负数 (不 排除 0 与 +x 的 可 
能 )， so 是 一 个 临界 点 ， 使 (FF) 从 +> 跳跃 到 0， 这 个 临界 值 so 
定义 为 下 的 Hausdorff 维 数 ， 记 为 dimwz 到 . 由 (2.3.2) 可 见 
dimpg F = inf {sIK*(F)=0}= sup{sIH*(F)= +%}, (2.3.3) 
以 及 
Me(F) = | to (2.3.4) 
0，、 ”车 s > dbnm 下 上. 
对 于 集合 户 ， 若 存在 s > 0， 有 0 < XH:(F) < x， 则 称 已 是 8 
集 . 
例 2.3. 设 己 = {ai,a2,…,ak} 是 有 "中 有 限 点 集 ， 易 见 
HV(F) = 上 因此 dimy FF = 0.， 又 车 集合 G 为 职 3 中 单位 圆 盘 ， 此 
时 有 0<H2(G) = (x/4) LC2(G) =4< x， 因此 dimnG=2. 
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下 面 将 给 出 Hausdorff 维 数 的 一 些 基本 性 质 . 

定理 2.3. 设 4, 妃 是 有 "中 的 Borel 集 ， 

(1) 如 果 ACB, 则 dimy A < dimp B; 

(2) dimn(AUB)= max{dimn 4,dimr B}. 

证 明 (1) 著 4c 已 对 任意 s > dimz B， 利 用 测度 的 单调 
性 ( 见 (2.1.2)G)) 及 (2.3.4) 有 ?ts(4) < Hs(B) = 0. 由 (2.3.3) 可 
知 ， 必 有 dima A < s. 由 s 的 任意 性 ,可 得 dimj 4 < dimr B. 

(2) 由 (1) 的 结论 可 知 ，dimn (AUB) > maxfdimr 4,dimz B}. 
现在 证 明 相反 的 不 等 式 成 立 ， 证明 方法 与 (1) 相似 . 对 任何 
s > max{dimp 4, dimn B}， 此 时 必 有 XH*(4) = Hs(B) = 0. 由 
测度 的 次 可 加 性 ( 见 (2.1.2)(ii))， 得 7ts(4UB) < Hs(A)+X:(B)， 
于 是 Hs(4UB) = 0. 因此 必 有 dima(4U B) < s. 同样 由 s 的 任 
意 性 ， 可 得 dimz(4U B) < maxfdima A, dimy B}. 


定理 2.3 可 以 推广 ， 证 明 方法 完全 类 似 . 车 A1, 42,.….， An 
是 一 个 Borel 集 列 ， 则 有 
dimz (5 4 = sup {dimy 4i} . (2.3.5) 
i=1 5 


特别 地 ， 著 下 是 可 数 集 ， 即 它 是 由 可 数 个 点 组 成 的 集 ， 则 必 有 
dimy F =0. 

定理 2.4. 设 玉 CR"， 映射/ :下 一 RRm， 

(1) 车 瓦 为 Lipschitz 变换 ， 则 


dima(f(E)) < dimg F. (2.3.6) 
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(2) 若是 双 Lipschitz 变换 ， 即 存在 常数 0 < cl 和 cz < cc， 
有 
oar-y sir) -Ws cr 一 外 vryerk, 


则 有 
dimn(f(F)) = dimy F. (2.3.7) 


证 明 (1) 设 s> dimn 太 ， 由 (2.2.12) 得 
HF)) < HF) = 0. 


这 意味 着 dimm f(F) < s. 这 样 就 证 明了 (2.3.6) 式 . 
(2) 车 f 为 双 Lipschitz 变换 ， 只 要 对 广 :1 ( 亦 满足 Lipschitz 条 
件 ) 利用 不 等 式 (2.3.6)， 即 可 得 相反 不 等 式 


dinr 开 = dimyg(f™!(f(F))) < dimy f(F). 


| 


定理 2.4 告诉 我 们 ， 若 两 集合 之 间 存 在 双 Lipschitz 变换 关系 ， 
则 它们 有 相同 的 矿 ausdorff 维 数 . 

例 2.4. 设 C 是 Cantor 三 分 集 证 明 dimp C= log2/log3 宅 
0.6309. 


证 明 在 本 章 $ 2 中 我 们 已 证 明了 等 式 


PC) = HC ) + HCR) = FIC). 
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现在 令 s = dimp C (并 假定 0 < Hs(C) < co)， 将 上 面 等 式 两 边 除 
以 ?ts(C)， 可 得 关于 s 的 方程 


解 得 s = log 2/ log3. 


在 上 例 的 证 明 过 程 中 ， 我 们 把 0 < ?ts(C) < oo 作为 假设 (虽然 
可 能 是 合理 的 )， 因 此 论证 是 不 严格 的 . 要 严格 证 明 也 是 可 以 的 ， 
但 要 花 一 番 功 夫 . 对 于 一 般 的 分 形 集 来 说 ， 要 算出 它 的 Hausdorff 
维 数 ， 通 常 不 是 一 件 容易 的 事 . 

用 类 似 的 方法 ， 可 以 计算 Koch 曲线 及 Sierpinski 垫 片 的 维 
数 ， 它 们 分 别 是 log 4/ log 3 及 log 3/ log2. 


8 2.4 Box 维 数 ( 食 维 数 ) 


盒 维 数 是 应 用 广泛 的 维 数 之 一 ， 主 要 是 由 于 这 种 维 数 的 计算 及 
经 验 估计 相对 容易 些 . 它 的 研究 可 追溯 到 20 世纪 30 年 代 ， 并 有 
多 种 称呼 : 闵可夫 斯 基 (Minkowski) 维 数 、Kolmogorov 粹 、 炳 维 
数 、 容 度 维 数 、 度 量 维 数 和 信息 维 数 等 . 

盒 维 数 的 定义 比较 直观 ， 它 不 是 从 测度 出 发 的 . 先 定义 及 " 中 
的 5 坐标 网 立方 体 ， 它 是 下 面 形式 的 集合 : 


[mi6, (ma 十 1)6] x …x [mn6, (mn 十 1)6]， 


其 中 mi,… ,mn 都 是 整数 显然 直 线 及 上 的 网 立方 体 就 是 边 长 为 
6 的 区 间 ， 而 R? 中 的 是 边 长 为 5 的 正方 形 . 
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设 太 及 "是 任意 非 空 的 有 界 子 集 ， 用 As( 记 ) 表示 集合 上 与 
坐标 网 立方 体 相 交 的 个 数 ， 就 是 说 ， 有 Na( 大 ee 
个 集合 六. 集合 三 的 下 盒 维 数 及 上 盒 维 数 的 定义 分 别 是 : 

log Ni(F) 


dimpF = Lh Iog1/5 ， (2.4.1) 
—logNa(F) y 
= 2.4.: 
dimgF = im lagiy5 (2.4.2) 


显然 ， 总 有 dimpF < dinp 忆 .如 果 dimp 忆 = dimp 已 ， 则 称 
这 个 共同 值 为 的 Box 维 数 ( 盒 维 数 )， 记 为 dims 斑 ， 此 时 有 


N, 
dimsF = -lim log (EF) 


-0 log1/5 “ (2.4.3) 


注意 在 (2.4.1) ~ (2.4.3) 中 ,5 一 0 的 极限 过 程 ， 可 以 取 一 
递减 的 正 数 序列 {5}， 只 要 满足 条 件 人 -1 > cb 即 可 ， 其 中 
0 <c<1， 例如 可 取 6 = 以 . 

现在 对 平面 民 ” 上 集合 的 盒 维 数 作 一 简单 的 几何 解释 : 为 计算 
平面 集合 太 的 盒 维 数 ， 可 以 先 在 平面 上 画 出 5 坐标 正方 形 网 格 ， 计 
算 书 与 网 格 正方 形 相交 的 个 数 Ns(F) (5 正方 形 可 以 看 作伪 子 ， 盒 
维 数 因 此 而 得 名 ). 取 不 同 的 5 (例如 5,, = 1/2",n = 1.2.……)， 求 得 
各 Ns(F) 的 值 ， 将 所 得 数据 在 重 对 数 坐 标 系 (log 5 一 log N;(F) 
中 用 点 标 出 ( 见 图 2.2 所 示 )， 图 中 直线 的 斜率 可 以 视 为 集 下 的 盒 维 
数 的 近似 值 . 

有 人 曾 用 该 方法 来 估计 英国 一 段 海岸 线 的 维 数 : 分 别 用 边 长 为 
1/24 及 1/32 的 正方 形 网 格 去 覆盖 海岸 线 ， 数 出 与 海岸 线 相交 的 盒 


42 第 二 章 维 数 


一 一 


log Ns(F) 


0 log6-! 


图 2.2 集 下 的 盒 维 数 的 估计 


子 数 分 别 为 194 个 及 283 个 ， 于 是 海岸 线 的 念 维 数 大 约 是 


log 283 — log 194 
log 32 — log 24 


Mandelbrot 曾 得 出 英国 西海 岸 的 维 数 是 1.25， 德 国 国境 线 维 数 是 
1.15， 澳 大 利 亚 海岸 线 是 1.13， 而 南非 海岸 线 是 1.02. 

实际 上 ， 在 上 、 下 伪 维 数 定义 之 中 ， 材 盖 集 可 以 不 一 定 取 6 坐 
标 立方 体 网 格 . 可 以 证 明 ， 在 (2.4.1) 和 (2.4.2) 式 中 的 Ns(F) 可 以 
换 成 下 列 四 类 数 中 的 任何 一 个 ， 其 结果 都 是 一 样 的 ， 都 将 给 出 相同 ， 
的 盒 维 数 . 

1° 覆盖 下 的 半径 为 5 的 最 少 闭 球 数 ; 

2° 覆盖 已 的 边 长 为 6 的 最 少 的 立方 体 数 ; 

3? 覆盖 瓦 的 直径 最 大 为 6 的 集合 的 最 少 个 数 ; 

49 球 心 在 已 上 ， 半 径 为 6 的 相互 不 交 的 球 的 最 多 个 数 . 

下 面 定理 给 出 了 盒 维 数 与 Hausdorff 维 数 的 一 个 简单 关系 . 


久 1.31. 
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定理 2.5. 设 已 CR ， 则 有 


dimn F < dimnpF< dimsF. (2.4.4) 


证 明 ”假设 下 能 被 Ni(F) 个 直径 为 5 的 集合 履 盖 ， 由 (2.2.1) 

式 定义 有 
HF) < Ns(F)- 60°. 
假定 s < dimrz F， 则 tim 7G(F) = 1*(F) = +x. 于 是 当 5 充 分 
小 时 ， 有 
Ns(F).6° > 1. 
对 上 式 两 边 取 对 数 ， 可 得 
_ log Ns(F) 


oR O13 
因此 ， 
ee of 
由 s 的 任意 性 ， 可 得 
log Nis(F) 


dimnxgF < bn log5i 


= dimpF. 
口 
例 2.5. 设 C 是 Cantor 三 分 集 ， 则 有 dimp C = log2/log3. 
证 明 ”Cantor 三 分 集 C 可 由 Gi 的 2* 个 长 度 为 3 天 的 基本 区 
间 覆 盖 ， 因 此 车 取 56 = 1/3*， 那 么 Niv(C) = 2*， 于 是 


log Ni log2* 1 
dimneC = lim 人 ae(C) = lim og2 = og2 
kx logox k 一 < ljog3k log3 
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例 2.6. 设 下 = {0,1,1/4,1/9,1/16,…}， 试 求 dimp F. 


解 令 上 是 自然 数 ， 则 
1 1 2k+1 


RB (KT) Fk+1): 


2k+3 < < 2 十 1 
(k+1)2(k+2)2 ~ k2(k+ 1)2” 
我 们 注意 到 

(1) 需要 不 少 于 个 长 度 为 6 的 区 间 ， 才 能 覆盖 住 集合 ， 因 


此 


Ns(F) > 人 


(2) 因为 


2k+3 1 
4k+ 05> 4 人 + ET > 耕 ， 


因此 集合 天 [0,1/k 引 一 定 可 用 4(k + 1) 个 长 度 为 5 的 区 间 覆 盖 ， 
这 样 
Ns(F) < A(k+1)+(k—1)= 5k+3. 
由 (1)、(2) 可 得 
logk LENS(F) 。 logG5k+3) 
(t+TzE+25 ~ logd-i K(k+ 1)? 


Dk+3 log F471 


log 
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令 4 一 0， 此 时 必 有 大 一 x， 得 
logNs(F) 1 


limg F = lim ———— 一 二 
Ts 到 log 65-! 和 


从 例 25 可 知 ，Cantor 三 分 集 的 Hansdorf 维 数 与 念 维 数 是 相 
同 的 ， 都 是 log 2/log3， 还 有 一 些 “相当 规则 ”的 分 形 集 也 是 如 
此 ， 但 并 不 总 是 这 样 ， 例 2.6 就 是 一 例 . 下 面 再 举 一 个 简单 的 例 


3 

设 F 是 i0.1] 中 全 体 有 理 数组 成 的 集合 、 由 (2.3.5) 知 ，dimy = 
0,， 但 易 见 dims 下 二 1. 

这 个 例子 说 明 可 数 集 可 以 有 非 零 的 盒 维 数 ， 对 于 可 数 点 集 (一 
个 “小 ”的 集合 ) 却 有 盒 维 数 1， 这 破坏 了 维 数 的 概念 ， 由于 此 原 
因 ， 因 而 限制 了 盒 维 数 的 应 用 .对 于 人 留 维 数 ， 等 式 


dimp ( 5) = sup {dimp F;} 
i=! 
- 般 不 真 ， 璧 如 对 于 例 2.6. 
当然 ， 盒 维 数 也 具有 Hatsdorff 维 数 类 似 的 一 些 性 质 ， 例 如 有 
限 点 集 的 盒 维 数 为 0， 直线 段 的 盒 维 数 为 1， 单位 辐 盘 的 盒 维 数 为 
2. 还 有 
1° 单调 性 , 若 AC B, dimp A ding B: 
2° dinpg (A4UB)= max {dimgp 4.dimB B}: 
流民 CR 映射 有 :下 一 展 " 是 双 Lipschitz 变换， 则 


dimp (f{F)) = dimp £. 
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除了 上 面 讨论 过 的 Hausdorf 维 数 及 盒 维 数 外 ， 还 有 多 种 其 他 
维 数 的 定义 ， 例 如 常见 的 还 有 Packing (填充 ) 维 数 等 - 

集合 的 维 数 计算 是 一 个 基本 而 重要 的 问题 ， 直 接 利用 定义 计算 
是 非常 有 局 限 性 的 ， 只 能 对 一 些 比较 简单 的 分 形 集 奏效 . 严格 的 维 
数 计算 往往 需要 较 多 的 数学 知识 和 技巧 ， 例 如 质量 分 布 原理 、 位 势 
理论 等 . 读者 如 有 兴趣 ， 可 进一步 参考 有 关 文献 . 


8 2.5 ”函数 图 象 的 维 数 
由 连续 函数 1 : 0, 一 恨 ， 可 定义 平面 R? 上 的 子 集 
Graph(f) = {(z,f(2) a < x <}, 


它 称 为 函数 f 的 图 象 、Graph(f) 是 及? 上 的 一 条 连续 曲线 ， 它 是 一 
个 闲 集 . 不 少 函 数 图 象 上 下 波动 比较 剧烈 ， 呈 现 出 分 形 的 特征 ， 其 
中 最 著名 的 例子 是 Weierstrass 函数 


W(z) = 》 Xe-2nsin(A"z)， 
n=1 
其 中 1<s<2 且 入 >1, 它 是 处 处 连续 但 处 处 不 可 导 的 ， 其 图 象 
(图 2.3) 是 一 个 分 形 集 . 

要 计算 出 函数 图 象 的 维 数 ， 特 别 是 它 的 Hausdorff 维 数 ， 
常常 是 很 困难 的 ，Weierstrass 函数 的 Hausdorf 维 数 至 今 没 有 得 
到 解决 . 下面 我 们 简单 讨论 一 下 函数 图 象 的 盒 维 数 问题 ， 痢 
先 其 7 e Cle 引 ， 则 显然 有 dime Graph(f) > 1. 现在 引入 记号 
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人 
| 
| 

| 

| 

| 


图 2.3 ”Weierstrass 函 数 (5 = 1.5 和 = 2) 


Brfrl,za] 表示 了 在 区 间 [zl, zz] 上 的 振幅 ， 即 


Rilzir2]= ，sup ME) ~ fe). (2.5.1) 


2',I"E[T1. I2 
引 理 2.1. 设 f: [0,1] 一 民 连 续 ， 又 设 0<6<1,，m 是 大 于 或 
等 于 6-1 的 最 小 整数 ， 用 Ns 表示 6 坐标 网 正方 形 与 Graph(f) 相交 
的 正方 形 个 数 ， 则 有 


mm 一 上 


mm 一 1 
by Rlid (i+t 1 < Ns < 2m+ 6! Do Rylid, (i+ 1)6). 
i=0 


人 (2.5.2) 


证 明 ”在 区 闻 [55,(i + 1)6] 上 的 柱 体内 ( 见 图 2.4)， 边 长 为 5 的 
正方 形 与 Graph(y) 相交 的 个 数 至 少 有 


Rirli5,(Gi+1)5]/5， 


但 不 超过 
2+ Rylis.(i+ 1)6]/6, 


对 i 求 和 ， 可 得 (2.5.2) 式 . 
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定理 2.6. 设 了 : [0,1] 一 民 连 续 ， 满 足 指数 为 (2 一 s) 的 H6lder 
条 件 ( 见 (2.2.8) 式 )， 即 存在 常数 c > 0， 有 


If(z)— f(x) sclr’ -rl 1gs<2. (2.5.3) 


则 有 
dimgp Graph(f) < s. (2.5.4) 


证 明 ” 任 取 0 <5<1， 由 (2.5.3) 式 立即 得 知 Rr[fi6,(i+1)6] < 
c.62-，. 令 m 是 大 于 或 等 于 6-1 的 最 小 整数 , 则 m 一 1 < 6-1. 由 
(2.5.2) 式 得 ， 


Ns < 2m 十 c6-1.mm -82 


= ml(2+c5l-) < (1+6-1)(2+cbl-*) < e167s, 
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其 中 是 与 4 无 关 的 正常 数 . 因此 有 


log N logcl6- 
dina Graph(f) = im I < li Te = 


口 
推论 2.3. 设 了 了 : [0,1] 一 民 连 续 ， 满足 Lipschitz 条 件 (在 
(2.5.3) 式 中 令 s 二 1)， 则 有 


dimg Graph(f) = 1. (2.5.5) 
证 明 ” 仿 上 面 定理 的 证 明 ， 存 在 与 6 无 关 的 正常 数 cl,cz， 使 
不 等 式 


C6 1 <6l-1gSm-1l<Ns<ced! 


成 立 ， 由 此 不 等 式 直接 可 得 (2.5.5) 式 . 口 
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迭代 函数 系 (iterated function systems， 简 记 为 IFS) 是 构造 分 
形 集 的 一 种 有 效 方法 . 有 关于 它 的 论述 是 由 Hutchinson 在 1981 年 
的 著名 论文 Fractal and Self-Similarity 中 给 出 的 ， 至 今 已 有 十 分 
丰富 的 内 容 . 特别 是 Barnsley 等 人 的 工作 ， 将 其 与 计算 机 应 用 相 结 
合 ， 发 现 了 分 形 图 象 压缩 技术 ， 取 得 了 巨大 成 功 . 因而 Barnsley 本 
人 被 认为 是 当前 数学 理论 与 方法 直接 创造 效益 的 最 活跃 的 最 有 影响 
的 数学 家 之 一 . 

本 章 主要 阐述 IFS 的 基本 理论 . 


8 3.1 度量 空间 


设 X 是 非 空 集合 ， 假 定 对 X 中 任意 一 对 元 素 (z,y)， 都 给 定 一 
个 实数 d(z,y) 与 之 对 应 ， 且 满足 下 列 三 个 条 件 : 

1°d(z,y) 之 0, Vz,y EX; 且 d(z;y) =0 舍 X=y ( 恒 等 公理 )， 

2e d(z,y) < d(z,z) 十 d(z,y) (三 角形 公理 )， (3.1.1) 

3o d(z,y) = d(y,z) (对 称 公理 )， 
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则 称 d 为 X 上 的 距离 ， X 按 4 成 为 度量 空间 ， 记 为 (X; d) ， 在 分 
形 理论 中 ， 通 常 只 在 n 维 欧 氏 空间 R" 中 讨论 问题 ， 因 此 往 后 非 空 
集 X 一 般 都 指 R" 的 子 集 . 

例如 在 平面 及 上 ， 对 于 任意 两 点 x = (7T1,72),y = (yi1,y2)， 
可 以 按 下 面 儿 种 方式 定义 距离 : 


di(x,y) = |z1 ~— Yi|+ |72 — y2l, 
dz(x,y) = (|z1 一 如 | 二 |z2 一 万 六 2 ( 称 为 欧 氏 距离 )，(3.1.2) 


doo(x,y) = max{|z1 — Yil, |z2 — yol}, 


构成 度量 空间 (R?; di) (i = 1,2, co). 
设 序列 {zn} C X， 又 zoeX， 著 dlznzo) 一 0 一 co)， 则 
称 {zn} 依 距离 收敛 于 zo. 记 为 


, d 
lim zn =zo 或 zn 一 zo (一 oo). 
n—oo 


点 集 {TE XId(z,z0) < <} 称 为 以 ro 为 中 心 ,，# 为 半径 的 开 
球 ， 亦 称 为 zo 的 一 个 = 邻 域 ， 记 为 O(zoie). 

点 集 4 C X 称 为 有 界 集 ， 如 果 它 包含 在 某 个 球 O(zoir) 
中 . 显然 ,车 4 是 有 界 集 ， 则 任 取 z* < X， 都 存在 ”> 0， 使 得 
CO 

设 4 是 一 个 给 定 集 合 ，z < 4. 如果 存 在 <。 > 0， 使 得 
O(zis) C 4， 则 z 称 为 4 的 一 个 内 点 . 如 果 4 中 的 任意 点 
都 是 4 的 内 点 ， 则 点 集 4 称 为 开 集 . 空 集 C 及 全 空间 X 都 是 开 
集 ， 任 意 个 开 集 的 并 集 是 开 集 ， 有 限 个 开 集 的 交集 是 开 集 . 
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设 集合 4 < X ro s X， 如 果 对 任意 s > 0， 开 球 O(zoi s) 都 含 
有 4 中 无 限 多 个 点 ， 则 称 zo 是 4 的 一 个 极限 点 . 如 果 A4 CX 的 
所 有 极限 点 都 属于 4 自己 ， 则 称 集 合 4 是 闭 集 ， 空 集 g 及 全 空间 
X 都 是 闵 集 ， 任 意 个 闲 集 的 交集 是 闭 集 ， 有 限 个 闵 集 的 并 集 是 闭 
集 . 此 外 ， 不 难 证 明 ，4 是 闭 集 的 充 要 条 件 是 4 的 余 集 是 开 集 . 

由 集合 4 的 所 有 极限 点 组 成 的 集合 称 为 4 的 极限 点 集 ， 记 作 
4'. 我 们 称 4 与 4' 的 并 集 为 集合 4 的 闭 包 ， 记 作 4. 注意 到 4 
必定 是 闭 集 . 

类 似 地 ， 我 们 可 给 出 序列 的 极限 点 和 极限 点 集 的 定义 . 设 
{zn}Xi 是 和 中 的 一 个 序列 ，zro se X， 如 果 对 zo 的 任意 一 个 < 邻 
域 O(z0;e)， 有 无 穷 多 个 n， 使 得 zn < O(zo;e)， 则 称 zo 是 该 序列 
的 一 个 极限 点 。 由 {zn}21 的 所 有 极限 点 组 成 的 集合 称 为 {zn}21 
的 极限 点 集 ， 序列 的 极限 点 集 也 是 闭 集 . 

称 点 集 4 < X 是 列 紧 集 ， 当 且 仅 当 4 中 的 任 一 点 列 ， 都 存在 
它 的 一 个 子 序列 收敛 于 4 中 的 一 点 . 

设 4CcX, 7={Gco} 是 X 中 的 一 个 开 集 族 ， 如 果 4 CC 
U。 Ga， 则 称 开 集 族 了 覆盖 了 4， 或 者 称 7 是 4 的 一 个 开 覆 盖 . 
意思 是 : 对 任何 ae 4， 至 少 存在 一 个 开 集 Co & .7 使 得 ae Go. 
车 能 从 集合 4 的 任 一 开 覆盖 .7 中 选 出 有 限 个 开 集 ， 使 它们 仍 能 组 
成 4 的 一 个 开 覆 盖 ， 则 称 集 4 是 紧 集 ， 不 难 证 明 : (1) 紧 集 的 闭 
子 集 也 是 紧 集 ，(2) 设 4 C XX 是 一 个 紧 集 ，Y 是 某 度量 空间 ， 设 
f :4 一 了 是 一 个 连续 函数 ， 则 f(4) 也 是 了 中 的 一 个 紧 集 . 

对 于 一 般 的 度量 空间 X， 

集合 ACX 是 紧 集 车 A 是 列 紧 集 地 4 是 有 界 闭 集 . 
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但 对 于 RR" 的 子 集 ， 紧 集 、 列 紧 集 与 有 界 闭 集 这 三 个 概念 是 等 价 的 . 

点 列 {I} C XX 被 称 为 一 个 柯 西 (Cauchy) 序列 ， 如 果 对 于 vs > 
0， 存 在 自然 数 N(e)， 使 得 当 nm > N(e) 时 ， 有 dtzn,zm) < e. 

度量 空间 (X; d) 称 为 是 完备 度量 空间 ， 如 果 X 中 的 每 一 个 柯 
西 序列 都 收 化 于 X 中 的 某 个 点 .nn 维 欧 氏 空间 尺 " 是 完备 的 、 

设 (X;d) 是 度量 空间 ,上 映射/ : X 一 X， 若 存在 0< a < 1， 
有 

d(f(z), f(y)) < ad(z,y). vr,y eX, (3.1.3) 

则 称 f 是 X 上 的 一 个 压缩 映射 ,a 称 为 压缩 因子 . 

车 /是 X 上 的 压缩 映射 ， 则 它 一 定 是 连续 的 . 即 : 车 zn -人 
zo， 则 一 定 有 f(zn) 一 f(zo). 

车 存在 z"e XX ， 有 f(z*) = z*， 则 称 z* 是 f 的 一 个 不 动 点 . 

定理 3.1 (Banach 不 动 点 定理 ). 在 完备 度量 空间 中 ， 压 缩 映 
射 必 有 惟一 的 不 动 点 . 

不 动 点 可 通过 下 述 的 迭代 过 程 来 求 : 任 取 zo <e X 作为 初始 
点 ， 作 迁 代 序列 

zl = f(z0). 


Zz2 = f(71)= 2(zo)， 


Tn = f(zn-1) = f° (70), 
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设 z*eX 是 它 的 不 动 点 ， 则 
Wi i 


且 有 


an 
dzl,zo)， 


dz Zn) < 
(2 


其 中 a 是 f 的 压缩 因子 . 


8 3.2 空间 (H(X),h) 


设 (X;d) 是 完备 度量 空间 . 先 引入 若干 记号 : 

Tt(X): 表示 由 姜 的 所 有 非 空 紧 子 集 组 成 的 集合 ; 

d(x, B) = min{d(z, vy)ly € B}, z€ X,BENH(X); 

d(A,B) = max{d(z, B)lz € A}, A,B eH(X); 

aVb 二 max{a,b}， a,b 为 实数 . 

显然 ， 对 于 和 的 任 一 非 空 紧 子 集 B, 车 z €E B， 则 d(z, B) = 
0. 反之 ， 车 zEB， 那 么 一 定 有 d(z, B) > 0. 在 一 般 情况 下 
d(4,B) 了 d(B,4). 例如 在 空间 (R?;d2) 中 ， 取 4 = {( 一 1,0)} 
为 单 点 集 ， 取 B = {(z,y)|z? 十 y < 1/4} 为 一 个 开 圆 盘 ， 这 时 有 
dz(A,B) = 1/2， 而 d2(B, 4) = 3/2， 它 们 并 不 相等 . 

现 设 SeH(X), a>0, 记 


Na(S) = {y € Xld(y,S) < a}, (3.2.1) 


则 Na(5) 是 XX 中 的 闭 集 , 称 为 5 的 闭 a 邻 域 (图 3.1). 
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图 3.1 集 5 的 闭 a 邻 域 
引 理 3.1. 设 4, B,C e K(X)， 则 
d(AUB,C)=d(A,C) vd(B,C). (3.2.2) 
证 明 
d(AUB,C)= max{d(z,C)lz € AU B} 


= max{d(z, C)|z € A} V max{d(z, C)|z € B} 
=d(4,C) vd(B,C). 


口 
定义 3.1. 设 4, BE KH(XX)， 它 们 间 的 Hausdor 任 距离 定义 为 : 
h(4,B)= d(4,B) vd(B, A). (3.2.3) 
定理 3.2. hh 是 (XX) 上 的 一 个 度量 . 


证 明 ”我 们 只 要 验证 满足 (3.1.1) 中 的 三 个 公理 . 首先 显然 
有 h(4,4) = 0. 又 著 4 关 B， 不妨 假设 3a e 4， 但 aeB， 这 样 


56 第 三 章 ”迭代 函数 系 


有 h(4,B) > d(4,B) > d(a,B) > 0， 因 此 h(A4,B) = 0 等 价 于 4= 
BB. 又 显然 有 h(4,B) = h(B,4). 为 此 ， 剩 下 只 要 证 明 三 角形 不 等 
式 . 设 4,B,C e KH(X)， 先 证 明 d(4,B) < d4,C)+d(C,B). 事 
实 上 ， 


d(4,B)= max{d(a, B)} 加 max{mipd(o. 5)} 
< max{migld(o, c)+d(c,b)]}, cEeC 
= max{d(a, c) + mp de b)}= max{d(a, c) +d(c, B)} 


所 max d(a, c) +d(C, B). 


在 上 述 论证 过 程 中 ，c e C 是 任意 选择 的 ; 特别 地 ， 可 选择 c 使 得 
d(a,c) = dla,C)， 于 是 


d(4,D) < max dlo,C) + d(C, B) 
= d(A,C) + d(C,B) < h(A,C)+h(C, B). 
同 理 可 证 
d(B, A) < d(B,C) + d(C, A) < h(A,C) + h(C, B). 
这 样 有 
h(A,B) =d(A,B)V d(B, A) < h(A,C) + h(C, B). 


口 


定理 3.3. 设 4, Be KH(X),e > 0， 则 h(A,B) < e 的 充 要 条 件 
是 : 4C Ne(B) BC Ne(A). 
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证 明 ”首先 证 明 d(4, B) < = 等 价 于 4C Ne(B). 车 d(4,B) < 
<， 则 对 于 va e 4， 有 dla,B) < <， 从 而 ae Ne(B)， 因 此 4 C 
Ne(B). 反之 ， 假 定 4 C Ne(B)， 那 么 对 于 va e 4, 3 E B, 使 
得 d(a,b < e， 从 而 dla, B) < es， 于 是 d(4,B) < e. 同样 可 证 明 
d(B,4) < < 等 价 于 BC Ne(4). 综合 起 来 ， 可 得 定理 的 证 明 . 口 
由 定理 3.3 可 以 得 到 : 


h(A,B)=inf{s € RIAC Ns(B) BB Cc Ns(A)}. (3.2.4) 


推论 3.1. 若 h(4,B) < e， 则 对 Yr e 4,3y e B， 有 d(x,y) < 
E， 同样 对 Vye€ B,3zE A， 有 d(z,y) <e. 


引 理 3.2. 设 A, B,C,D e KH(X)， 则 有 
h(AUB,CUD) < h(A,C)vh(B,D). (3.2.5) 
证 明 ”由 引 理 3.1 知 


d(AUB,CUD) = d4CUD)vd(B,CUD) 
= maxd(a,C UD)V maxd(b,C UD) 
a€EA beB 
< maxd(a,C)V maxd(b, D) 
acEA beB 


= d(A,C) vd(B,D). 


同 理 有 d(C UD,AUB) < d(C, A) v d(D, B). 
由 此 可 得 引 理 的 证 明 . 口 
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引 理 3.2 很 容易 推广 到 下 面 一 般 情 况 - 
定理 3.4. 设 4;, Bi € H(X),i= 1,2,…,N， 则 有 


N N 
h (U 4sU a) < h(A1, BY) V h(A2, By) VV h(Aw, Bn). 
Se (3.2.6) 


在 H(X) 中 引入 Hausdorf 度量 h， 使 之 成 为 一 个 度量 空间 ， 
记 为 (K(X),h)， 通 常 称 它 为 分 形 空间 . 

定义 3.2. 称 集 列 [An} C H(X) 是 空间 (K(X),h) 中 的 一 个 柯 
西 序列 ， 如 果 对 任 给 上 s > 0， 存 在 自然 数 N(e)， 当 mm > N(e) 
时 ， 有 h(Am, An) < e. 

我 们 已 经 知道 (KH(X),h) 是 一 个 度量 空间 ， 事 实 上 它 还 是 一 个 
完备 的 度量 空间 . 

定理 3.5. (KH(X),h) 是 一 个 完备 的 度量 空间 ， 即 如 果 {An} 是 
(KH(X),h) 中 的 一 个 柯 西 序列 ， 则 存在 A € H(X)， 有 h(A4,An) 一 
0 (mn 一 co). 

证 明 ” 令 4= 门 > U4i. 我 们 将 证 明 集 合 4 满足 定理 的 
要 求 . 

由 柯 西 序列 的 定义 ， 可 知 Vk e N， 存 在 自然 数 ak， 使 得 当 
mo, 了 2 ok 时， 有 


h(Am, An) < (3.2.7) 


i 


任 取 zo e X， 因 为 A1, 42,…, Aha, 是 紧 集 ， 所 以 对 于 了 一 
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1,2,...,Q1， 存 在 rn > 0， 使 得 
An C O(zo;rn). 
又 由 (3.2.7) 式 ， 当 n> al 时 ， 有 
An C O(zoira + 1). 


于 是 车 令 7 = max{frir2,… .ra-ubra 十 1}， 则 对 于 所 有 n € N， 
有 AnC O(zoir)， 从 而 


{ 


An C O(zxo;7). 


n=1 


这 样 可 知 对 任意 mn，UP，。 4; 是 有 界 集 ， 因 此 UE 4; 是 紧 集 ， 所 
以 4 是 可 列 个 紧 集 的 交集 ， 从 而 4 是 闭 集 . 又 由 4 C Ui An， 
可 知 4 是 有 界 集 ， 所 以 4 是 紧 集 ， 即 A < KH(X). 

下 面 证 明 lim h(4, A") =0. 

由 (3.2.7) 式 , 可 知 当 n > ak 时 ， 有 


55 
8| Ai C Nik(An). 


于 是 4C Nyx(An). 
另 一 方面 ， 当 n> ax 时 ， 如 果 ze An， 由 (3.2.7) 式 可 知 ， 对 
任意 m >n， 有 
ze An C Nr(Am). 


取 ym €E 4m， 使 得 |z 一 ym| < 1/k. 注意 到 {ym}%-。 是 紧 集 


Unm-。4m 中 的 一 个 序列 ， 所 以 由 紧 集 和 列 紧 集 的 等 价 性 ， 可 知 
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ee— 


存在 {ym}%_n 的 一 个 收敛 子 列 . 设 该 收敛 子 列 的 极限 为 y， 则 
Iz 一 让 <1/k. 由 ym EE Am C UP 4;， 可 知 对 任意 ~m > n， 有 


二 
ye UJ hi 


i=m 


于 是 


ve 内 品 4= 作 U4=4 
m=n i=m m=1i=m 
所 以 ze Nak(4). 由 zz 的 任意 性 ， 可 得 4。C Nik(4). 
综 上 分 析 ， 当 n > ak 时 ， 有 h(4,An) < 1 人， 这 证 明了 当 
n 一 0 时， 有 h(A4,An) 一 0. 口 
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设 (X;d) 是 一 个 完备 度量 空间 ，{fn} 人 1 是 XX 一 X 的 一 族 连 
续 函数 . 我 们 称 {X; f,n = 1,2,.….,NN} 是 一 个 迭代 函数 系 .在 不 
引起 混淆 的 情况 下 ， 有 了 时 也 简称 {f%} 总 1 是 一 个 迭代 函数 系 ， 

定义 集 值 函数 了 如 下 ， 对 任意 z* e X， 有 


f(z") = Uf) = {fi1(2°), PP) , fn (7*)}. 
作 函 数 复合 ， 有 

f°(z°) = f(f(75°) = {fm (fns(2°)) ln na = 1,2,.…, N}, 
一 般 地 ， 有 


f*(z*) = f (f* 1(2°)) 
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= {fn (ns (fra (T°))) hn, na ,nx = 1,2,.. , N}. 


规定 (zx*) = {z*}. 现在 讨论 当 k 一 co 时 ，f*(z*) 的 性 态 . 
定义 3.3. 设 Z" EX， 称 


Alz") = uim Fe) 


是 {XX; 甩 ,f2,… ,fN} 的 (对 应 z* 的 ) 吸 引子 (attractor)， 其 中 极限 
的 定义 是 : 点 a E 4(z*) 当 且 仅 当 对 a 的 任意 一 个 e 邻 域 O(a;e)， 
存在 无 穷 多 个 大 ， 使 得 


O(aie)n fk(z*) #80. 


就 是 说 ，4(z*) 是 {Jk(z*)}Peo 的 极限 点 集 . 


注意 到 a e 4(z*) 等 价 于 存在 一 列 {ai}2 C URE。/*(z*)， 使 
得 ai e J*(z*) 且 0<k1 <k2 < … 是 一 个 严格 单调 递增 序列 ， 满 
足 jim ai =Q. 

定理 3.6. 若 (Xid) 是 紧 度量 空间 ， 则 吸引 子 h(z*) 是 紧 集 ， 
且 它 关 于 是 不 变 的 ， 即 f(4(z*)) = 4(z*). 

证 明 任 取 4(z*) 中 的 一 个 收敛 序列 {ai;}?1， 设 dim ai = 
4. 由 ae A(z*) 可 知 ， 存 在 hi 及 be f(z*), 使 得 |b1 一 ail < 
1. 由 aa € A(z*) 可 知 ， 存 在 k2 > hh 及 bo € f(z*)， 使 得 
lba 一 a2| < 1/2. 一 般 地 ， 对 于 i = 1,2,...， 存 在 kl > 后 及 
bit1 € f*iti(z")， 使 得 |biti 一 aiti| < 1/(i+ 1). 于 是 我 们 得 到 一 
列 {bi) 守 1 C Uo f*(z*)， 满足 b; € Jes(z*) 且 {ki} 是 一 个 严格 单 
调 递 增 序列 . 由 lim 地 一 oil = 0 及 lim ai =a 可 得 ， dm bs =a, 
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于 是 ae 4(z*)， 从 而 证 明了 4(z*) 是 闭 集 . 因为 XX 是 紧 集 ， 所 以 
由 紧 集 的 闭 子 集 是 紧 集 ， 可 得 4(z*) 是 紧 集 . 

现在 证 明 f(4(z*)) C A(z*). 设 a € A(z*)， 则 存在 一 列 
{Qi 名 1 C Uof*(z*), 使 得 ai€E f*(z*) 且 0<hh<k2o<.… 是 
一 个 严格 单调 递增 序列 ， 满 足 jim ai = a. 对 于 n=1,2,...,N， 
由 fn 的 连续 性 可 知 ，Jim fn(ai) = fn(a). 因为 f(ai) € f*+!(z*) 
且 {ki 十 1} 是 一 个 严格 单调 递增 序列 ， 所 以 fn(a) s 4(z*). 这 就 证 
明了 f(A(z*)) C A(z*). 

反 过 来 ,车 a € A(z*),， 现在 要 证 明 存 在 bE 4(z*) 和 me 
{1,2,.…,NN}， 使 得 a = fn(b). 由 a € A(zx*) 可 知 ， 存 在 一 列 
{qi}e1 C Uof*(z*), 使 得 ai € f*(z*) 且 0 < ki<ko<. 
是 一 个 严格 单调 递增 序列 ， 满 足 =a. 当 i= 1,2,.… 时 ， 
由 和 arl > 1 及 aitl € f*H1(z*) 可 知 ， 存 在 bi € fr-1(z*) 及 
ni € {1,2,...,N},， 使 得 


fn (bi) = ai+i. 
由 于 n; 只 能 在 {1,2,.…,N} 中 取 值 ， 不 妨 假 设 它们 都 取 同 一 个 值 n 
(不 破坏 一 般 性 ). 这样 有 

fn(bi) = ait1. 
因为 XX 是 紧 集 ， 所 以 点 列 {46i} 存在 收敛 子 列 ， 设 其 极限 为 5. 
不 妨 设 该 子 列 就 是 {4;}， 于 是 lim bi =b. 由 bi € frerr-1(z*) 且 
{kit1 一 1} 是 一 个 严格 单调 递增 序列 ， 可 知 be 4(z*). 最 后 由 f 的 
连续 性 ， 有 


fn(b) = fn(lim b:) 三 lm fn(bi) = lm airi =a. 
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从 而 ce f(A(z*)). 这 证 明了 4(z*) C f(4(z*)). 品 


当 定理 中 的 吸引 子 4(z*) 与 z* 的 选取 无 关 时 ， 可 用 记号 4 代 
替 A(z"). 这 种 情况 将 是 我 们 接 下 去 研究 的 对 象 . 
引 理 3.3. 设 是 完备 度量 空间 (X;d) 上 的 压缩 映射 ，s 是 压 
缩 因子 ， 定 义 
f(B)= {f(z)z € B}, Ben(X), 
则 了 是 M(X) 一 (XX) 的 压缩 映射 ， 并 且 压 缩 因子 也 是 5S， 即 
h(f(4), 1(B)) < sh(A,B), vA,B Ee H(X). (3.3.1) 


证 明 设 Ae KH(X) 是 X 的 紧 子 集 ， 因 为 f 是 连续 变换 ， 所 
以 (4) 也 是 的 紧 子 集 ， 因 此 了 是 Tt(X) 一 A(X) 的 映射 任 取 
4,BeH(X), 有 
df(4), 1(B) = max{mig df(), f(y))} 
< max{mips “dlz,y)} = sd(A, B). 
同 理 可 证 
dad(f(B), f(A)) < sd(B, A). 
于 是 
h(f(A), 1(B)) < sh(A, B). 
口 


定理 3.7. 设 fn(n = 1,2,… ,NN) 是 完备 度量 空间 (X;d) 上 的 
一 族 压缩 映射 ， 压 缩 因 子 0 < sn < 1,n= 1,2,..……,N. 
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定义 变换 :HH(X) 一 Tt(X) 如 下 : 
N 
f(B)=() fn(B), Ben(x). (3.3.2) 
n=1 


则 是 (K(X),h) 上 的 压缩 映射 压缩 因子 是 s 一 Da sn < 1， 
即 
h(f(A),f(B)) < sh(A,B), vA,B eH(X). (3.3.3) 


证 明 设 4,B eX(X)， 由 定理 3.4 及 引 理 3.3 得 


h(f(A),f(B)) =h (U fn(A), U fn( | 
< A(A(A), fi(B) Vv h(fn(A), fn(B)) 
< s1h(A, B)V sah(A, B)V...v snh(A, B) 
= sh(A, B). 


由 (3.3.2) 式 定义 的 算 子 f 常 被 称 为 Hutchinson 算 子 . 

定义 3.4. 若 fn(n = 1,2,… ,NN) 是 完备 度量 空间 (X;d) 上 的 
压缩 映射 ， 则 称 {所 ,…… 1,fN} 构成 一 个 双 曲 (hyperbolic) 迭代 函数 
系 . 以 后 常用 记号 {X; fn,n = 1,2,… ,NN} 来 表示 该 迁 代 函数 系 . 


由 定理 3.7 知 ，Hutchinson 算 子 f 是 (K(X),h) 上 的 压缩 映 
射 ， 根据 Banach 不 动 点 原理 直接 可 得 下 述 结果 . 


定理 3.8. 设 {X; fn,n = 1,2,… ,入 } 是 完备 度量 空间 (X;d) 
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上 的 双 曲 选 代 函 数 系 ， 则 存在 惟一 的 非 空 紧 集 4 C 久 ， 使 得 


N 
A=f(4)= (fa(4), (3.3.4) 


n=1 


f"(A0) 全 4， 其 中 40 是 H(X) 中 任 一 元 素 . 
集合 A 称 为 选 代 务 数 系 的 不 变 集 或 吸引 子 . 


例 3.1. 考虑 平面 上 的 两 个 仿 射 变换 : 


fi(x) = ( 
fz(x) = ( 


其 中 x= (zi,zz)T € R2. 
容易 验证 


Ou ©O sr 
sir OO si © 
Me No 
x x 
尘 
We 
Ni sl- 
Ne 


da(f00), f(y) = aoy)，vxyeRz，i=12， 


其 中 do(. -) 表示 欧 氏 距离 ( 见 (3.1.2) 式 ). 因此 户 , 户 是 及 2 一 R? 
的 压缩 变换 ， 压 缩 因子 都 是 1/2. 记 了 = [0,1] x [0,1]]， 则 有 


fi(D CI, i=1,2, 
于 是 {7; 万, 户 } 构成 一 个 双 曲 先 代 函数 系 . 令 


A= {G2,2)7 eR?|o <rg 1} 
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是 单位 正方 形 的 对 角 线 ， 不 难 验证 
A= f(A Uf(A), 
因此 4 是 该 迭代 函数 系 的 吸引 子 .车 取 
4 {dwr ewsv<i) 
作为 初始 集 ， 进 行 迁 代 
4 = UA) 4= Ui 


i=l1 


所 得 序列 {A4，} 将 很 快 收敛 到 吸引 子 4 ( 见 图 3.2). 


当 双 曲 迭 代 函 数 系 {X; fn,n = 1,2,… , N} 中 的 函数 六 依赖 
于 某 个 参数 时 ， 它 的 吸引 子 亦 将 随 参数 的 变动 而 变化 . 一 个 自然 的 
问题 是 : 什么 时 候 这 种 变化 是 连续 的 ? 也 就 是 说 ， 参 数 的 微小 变化 
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只 会 引起 吸引 子 的 微小 变化 . 如果 这 样 ， 那 是 非常 有 意义 的 ， 我 们 
可 以 调整 参数 达到 连续 控制 吸引 子 的 目的 ， 这 对 图 象 的 计算 机 模拟 
很 有 用 . 下 面 我 们 就 来 讨论 这 个 问题 . 
设 (Ai dA) 是 度量 空间 ， 给 定 函数 fn(z, 和)(n = 1,2,.… ,NN)， 
fn(Z,N): XxA—=X 


满足 条 件 : 
1" 对 每 个 固定 和 eA，fn 是 X 上 的 压缩 映射 ， 
压缩 因子 0 < sn < 1， (3.3.5) 
2° 对 每 个 固定 ze X，fn 是 A 上 的 连续 函数 . 
易 见 fn(z, 和) 一 定 在 X x A 上 是 连续 的 . 
构造 Hutchinson 算 子 


N 
f(B,N) = (J fn(B,N), Ben(x). 


n=1 


设 4(A) 是 其 吸引 子 ， 那 么 有 
N 

4(A) = (J 户 (4(A),A) = f(A0N),N). 
n=l 


现在 证 明 4(A) 在 Hausdorff 度量 下 是 连续 的 . 

引 理 3.4. 设 (X;d) 是 度量 空间 ，(A; dA) 是 紧 度量 空间 ， 假 定 
(3.3.5) 式 成 立 ， 则 对 VB e H(X)，f(B, 入 ) 在 Hausdor 任 度量 下 关 
于 入 是 连续 的 . 

证 明 ”由 定理 3.4 可 知 ， 只 要 考虑 N = 1 的 情形 就 足够 了 . 设 
Be KH(X), 和 1,X2 EA, 则 有 


df1(B,A), fi(B, NM)) = mag nig dfi(z, NA), fily, 22)) 
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< may mig {a(fi(z, NX1), fi(y, A)) + dfi(y, A1), fi(y, A2))}. 


因为 B x A 是 紧 集 ，f1(z, 入 ) 在 其 上 连续 ， 因 此 是 一 致 连续 . 
于 是 对 任 给 es > 0， 存在 6 > 0, 对 Vy e B， 只 要 dA (A1, 和 2) < 0， 
就 有 
d(fi(y, NX1), fi(y, A2)) < e. 


于 是 


d(fi(B,N1), fi1(B, MN)) < mag mipg{d(fi(z, Ai) fi(y, A1)) + e} 
= d(fi(B,N), fi(B,N)) +e=e. 


同样 可 证 ， 当 dA (和 1,X2) <5 时 ， 有 
d(fi(B, XN2), 1(B, AiD)) < e. 
所 以 ， 当 dA(Xt Xz) <5 时 ， 
h(fi(B, XN), fi(B,N)) < e. 


母 


定理 3.9. 在 引 理 3.4 的 假定 下 ， j(B,A) 的 吸引 子 4(A) 在 
Hausdor 和 度量 下 连续 依赖 参数 入 . 


证 明 设 和 ,和 EA， 
h(A(Mo), 4(A) = h(f(AX0), M0), F(A), A)) 


< h(f(A(N), M0), f(A(X0), A)) 
+ h(f(A(X0),N), f(A4(N), N)). 
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由 引 理 3.4, 对 Ve > 0， 存 在 6 > 0， 当 内 (Xo,A) < 5 时 ， 有 
h(f(A(No), Xo), f(A(N0), N)) < 
因此 ， 再 由 定理 3.7， 可 得 
h(A(Xo), AN)) < e+ sh(A(N), AN), s= mas, sn <1, 


即 
AM4Oo)40O) < Ts- 
口 
在 结束 本 节 之 前 ， 简 单 介绍 一 种 所 谓 弱 (weak) 迁 代 函数 系 ， 
定义 3.5. 设 亡 人 =12,...，N) 是 天 到 X 的 映射 ， 若 对 于 任 
意 的 n， 有 
d(fn(7), fn(y)) < d(z,y), Vr,yE X, rz#Y, (3.3.6) 
则 称 {X; 及,.…，f 和 N} 构成 一 个 弘 连 代 夯 数 系 . 
弱 选 代 函 数 系 也 有 类 似 定理 3.8 的 结果 ， 但 此 时 要 求 (X;d) 是 
紧 度 量 空间 
仍 记 


N 
f(B)= (J fn(B), Ben(X). 
n=1 
定理 3.10. 设 (Xid) 是 紧 度量 空间 ，{X; 1,.….,fN} 是 弱 迭 代 
量 数 系 ， 则 存在 惟一 的 AE H(X)， 有 f(4)= 4， 且 
Jr(B) A, nso%0, VBENH(X). 


定理 证 明 从 略 ， 有 兴趣 的 读者 可 参阅 文献 [3]. OD 
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8 3.4 仿 射 变换 和 相似 变换 


3.4.1 仿 射 变换 


n 维 欧 氏 空间 R" 中 的 仿 射 变换 是 一 类 重要 的 变换 ， 在 迭代 函 
数 系 {R"; fn,n = 1,2,… ,N} 中 ， 映 射 fn 在 实用 上 多 是 采用 仿 射 
变换 . Cantor 三 分 集 、Sierpinski 垫 片 和 Koch 曲线 都 是 由 仿 射 变 
换 构成 的 迭代 函数 系 的 吸引 子 . 本 节 需 要 讨论 判别 仿 射 变换 是 压缩 
变换 的 准则 . 

设 了 是 及 " 一 及" 的 仿 射 变换 : 对 任意 x = (zl zz,…… ,zn)T e 
R"， 有 

f(x) = Ax +t, (3.4.1) 
其 中 A = (aij) 是 n xm 非 奇异 矩阵 ，t = (1,t2，,… ,tn)7 是 常 向 
量 . 
用 |x| 表示 向 量 x 的 范 数 ， 常 见 有 下 面 几 种 定义 : 


|xl: = Dlzil; 
i=1 


|xlz = 3 72)1/2; (3.4.2) 


|x|lw = 站 人 zi 让 


用 范 数 可 定义 R" 中 的 距离 ，|x - y| 表示 x 与 y 之 间 的 距离 . 
当 采 用 不 同 的 范 数 定义 时 ， 向 量 范 数 的 大 小 一 般 并 不 相等 ， 但 在 研 
究 向 量 序列 的 收敛 性 时 ， 表 现 却 是 一 致 的 . 具体 讲 ， 就 是 如 果 向 量 
序列 {z(9} 在 某 一 种 范 数 意义 下 收敛 ， 那 么 在 其 他 范 数 意义 下 ， 
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这 序列 也 是 收敛 的 ， 并 具有 相同 的 极限 . 这 种 性 质 称 为 范 数 的 等 价 
性 . 
用 |Al| 表示 和 矩阵 A 的 范 数 ， 它 的 定义 是 


1Al = mex IAx|. (3.4.3) 
由 线性 代数 知 ， 与 (3.4.2) 三 种 向 量 范 数 对 应 的 矩阵 范 数 分 别 是 
IAh = me ol 
|All。 = ATA 最 大 特征 值 的 平方 根 ， 称 为 A 的 谱 范 数 ; (3.4.4) 
IAl = max 》 lal. 
i=1 
由 (3.4.1) 式 ， 我 们 有 
f(x)— f(y) = Ax- Ay= A(x—y). 
由 (3.4.3) 的 定义 ， 可 得 
If(x) — f(yY)| < A :lx — yl. (3.4.5) 


于 是 车 Al| < 1， 那 末 由 (3.4.1) 式 所 定义 的 仿 射 变换 f 是 一 个 
压缩 变换 . 特别 对 平面 R? 上 的 仿 射 变 换 


了 ab I e 
= 十 5 (3.4.6) 
当 满足 下 列 第 i(i=1,2,3) 个 条 件 时 ，f 将 是 (R?; di) 上 的 压缩 变换 . 


(1) lal+lcl<1, lb+ld <1; 
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(2) a2 十 刀 十 cz 十 吧 
+{(a2+ 妇 +c2+d2)2 -4(ad 一 boj2} 二 <2、 (3.4.7) 
(3) lal+lbl <1, lel+ladl <1; 


定理 3.11. 设 1,J 是 恨 上 的 两 个 闭 区 间 ， 记 KK = 了 Xx J， 设 变 
换 f :KK 一 有 R? 定义 如 下 


f “| = LO) (3.4.8) 
y F(z,y) 


假定 存在 常数 a,B,Y 满足 0<a<1， PB>0,，0<Y<1， 使 得 
(1) |L(z1) ~ L(z2)| < alzl — 7z2|, Vzi,z2 € 1, 
(2) IF(z1,9) — F(z2,9)| < Blz1 — zx2l, Vri,T2 EI, ve 由 


(3) |F(z,9)— F(z,y)| < Yly yl, Vrel, Wy ey), 


则 存在 民 ? 中 度量 dd 
~ ZX1 T2 
d (人 ) ， ( )) 三 |z1 一 z2|+0jy1 一 yo|， 其 中 9 是 某 正 常数 ， 
Yy1 22 
(3.4.9) 
使 变换 了 在 该 度量 下 是 压缩 的 . 


证 明 ”由 (3.4.9) 式 ， 


ad(f (con ,f(z2,y2)T)) 
=|L(z1) — LZ(z2)| + OIF(z1,y) — F(z2, yo)| 
< alzi ~—z2|+0(|F(z1,) — F(x2,y1)| 
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+|F(z2,%) — F(x2,y2)|) 
和 alzl — x2| + 0(Blr1 — x2] + Yly — y2l) 
= (a+ 6B)|z1 — x2| + 07ly — yol. 
取 9= (1 一 a)/(26) > 0 (这 里 假设 > 0,， 当 8B=0 时 ,， 取 0= 1， 
可 同样 证 明 ). 记 云 =a+69， 则 区 = (1+a)/2 < 1， 这 样 有 
al(f ((z1,91)),f ((z2,y2))) 
< max(a,7) (|z1 ~ z2| + bly — y2l) 


ws max(&, 7)d ((z1,4)T, (zz2,yz)T) . 


因为 max(a,7) < 1， 所 以 f 在 度量 4 下 是 压缩 变换 . 


推论 3.2. 给 定 仿 射 变换 


OO G4ag) 


如 果 |a| <1 且 |d| < 1， 则 上 三 在 菜 度 量 下 是 压缩 变换 . 


3.4.2 ”相似 变换 
给 定 映射 9 : R" 一 R"， 若 存在 正常 数 c， 有 
IS(x) — S(y)| = clx—yl, vx,y € R", (3.4.11) 


其 中 |. | 表示 R" 上 某 种 范 数 ， 则 称 S 是 R" 上 的 相似 变换 ，c 称 为 
相似 比 . 
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设 51,52,… ,SN 是 及 ”上 一 族 相似 变换 ， 相 似 比 0 < ci < 
1, i 二 1,2,… ,NN， 那 么 {R"; 5i,i = 12…，N} 组 成 一 个 双 曲 迭 
代 函 数 系 . 由 定理 3.8 知 存在 吸引 子 4， 使 得 
N 
A=|)5:(4). 


i=1 
从 上 式 可 见 ， 吸 引子 4 是 由 N 个 较 小 的 部 分 拼装 而 成 ， 且 
每 个 小 部 分 都 是 与 整体 4 是 相似 的 ， 因 此 我 们 称 4 是 一 个 自 相 似 
集 . 
第 一 章 中 的 Cantor 三 分 集 、Sierpinski 热 片 及 Koch 曲线 都 是 
一 族 自 相似 变换 的 吸引 子 ， 因 此 都 是 典型 的 自 相 似 集 . 


在 一 定 条 件 下 ， 自 相似 集 的 Hausdorf 维 数 和 盒 维 数 是 容易 确 
定 的 . 现在 假定 在 4 = Uii Si(4) 中 ，{5;(4)} 彼此 间 “ 几 乎 不 相 
交 ”， 就 是 说 ， 当 s = dimn 4 时 ， 有 下 面 等 式 成 立 . 


N N 
H(A) = DH (5:(A)) = eH:(A), (3.4.12) 
f=1 i=1 


其 中 第 二 个 等 式 容易 从 § 2.2 中 的 推论 2.1 得 到 . 
车 再 假定 0 < Hs(A) < co, 这样 从 等 式 (3.4.12) 可 得 


N 
Dad=1. (3.4.13) 
i=1 


解 这 个 关于 s 的 方程 ， 就 可 得 到 4 的 Hausdorff 维 数 . 


为 了 保证 4 的 各 部 分 {Si(4)} 之 间 不 会 重 琶 “ 太 多 ”， 只 要 
{5i} 满足 下 面 的 “ 开 集 条 件 ”. 
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定义 3.6. 称 {5;} 满足 开 集 条 件 ， 如 果 存 在 非 空 有 界 开 集 了， 
有 N 
{Si(V)} 彼此 不 交 , 且 【Si(V)cv. (3.4.14) 
i=1 


定理 3.12. 设 Si(1 < i < N) 是 民 * 上 的 相似 变换 ， 其 相似 比 
为 ci， 假 设 开 集 条 件 (3.4.14) 满足 ， 设 和 4 是 其 吸引 子 ， 则 有 


dimyw A= dimn B= s, 


其 中 s 是 方程 (3.4.13) 的 解 ， 并 对 于 这 个 5 值 ， 有 0 < H(A) < 


co. 


定理 证 明 从 略 . 有 兴趣 的 读者 可 参阅 文献 [16, 46] 

例 3.2. 以 Cantor 三 分 集 为 例 ， 此 时 Si(z) = z/3，5S2(z) = 
Z/3+2/3， 若 取 V = (0,1)， 显 然 有 Si(V)n5S2(V) = G， 且 Si(V)U 
S52(V) CV， 因 此 {1,5S2} 满足 开 集 条 件 ， 由 定理 3.12，Cantor 集 
的 维 数 s 由 方程 1/3 十 1/3s = 1 确定 ， 解 之 可 得 s = log 2/ log 3. 


在 平面 欧 氏 空间 R? 中 ， 相 似 的 仿 射 变换 有 下 面 两 种 形式 : 
(7) 0 | ( 
fi = 十 ， (3.4.15) 
y rsing rcos0 y 9 
( ， | | 人 
fz = 十 ， (3.4.16) 
y Tsinb —rcos0 y g 


其 中 9 称 为 转角 ,7 是 相似 比 . 相似 变换 可 以 分 解 成 以 下 四 种 基本 
的 相似 变换 : 
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(1) 旋转 变换 Re: 
个 人 | 
Ro = ， 
y sing cos y 
它 是 绕 坐标 原 点 逆 时 针 旋 转角 度 9 的 变换 . 
(2) 反射 变换 RR: 
R TI)_/l 0 人 
yj \o-ij\y) 
它 是 以 z 轴 为 反射 壁 的 变换 . 
(3) 伸缩 变换 更: 
再 7Z1_ fr70 人 
2 0 7 y 
它 是 沿 极 线 方向 伸缩 7 倍 的 变换 . 
(4) 平移 变换 了 : 


这 样 相似 变换 (3.4.15)，(3.4.16) 可 以 分 别 写成 这 些 基 本 变换 的 
复合 : 


户 =TomoRo， f=TooRsoR. 
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8 3.5” 带 概率 的 迭代 函数 系 (Iterated 


function systems with probability) 


设 {X; 及,… , fv} 是 一 个 迭代 函数 系 ，p = {p1,… ,PN} 是 一 
个 给 定 的 概率 向 量 ， 其 中 Pi > 0 对 所 有 i 成 立 ， 并 且 六 pi = 1. 
又 给 定 独立 随机 变量 序列 60,61,… , 5，,… ， 有 


Prob(én =i)=p, i=1,2,.…,N, vn. 


考虑 随机 动力 系统 : 


Tnt1 = fes(Tn), n=0,1,.…. (3.5.1) 


这 个 随机 迭代 过 程 是 这 样 进行 的 : 首先 取 定 初始 点 ro e X， 
接着 以 概率 pi。 取 值 


T1 = fio(T0), 


再 以 概率 pi 取 值 zz = fi, (7z1)， 依 次 迭代 下 去 ， 构 成 一 个 随机 迭代 
序列 {Zn}?2o， 我 们 感 兴趣 的 是 : 这 个 序列 {zn} 是 否 收敛 ? 如 果 
收敛 ， 它 的 极限 又 是 什么 ? 下面 就 讨论 这 个 问题 . 

用 记号 {X;p; 有 i,… ,fn} 表示 上 述 带 概率 的 迭代 函数 系 
(Iterated function systems with probability， 简 记 为 IFSP). 当 
{XX; 有 ,… ,fn} 是 双 曲 迭代 函数 系 时 ， 我 们 称 {X;p; f1,… ,fn} 
是 双 曲 IFSP. 

引 理 3.5. 设 {X; 户 ，…… ,jw} 是 双 曲 选 代 函 数 系 ，4 是 它 的 
吸引 子 ， 又 乒 是 Hutchinson 算 子 ( 见 (3.3.2) 式 )， 则 存在 4o € 
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KH(X)， 有 f(Ah0) C ho. 若 记 An = f"(A0)， 则 有 
ho A1D A2 D:D 4, (3.5.2) 


HAs Nn 一 co. 


显然 ,车 取 ho = 4， 就 可 得 到 引 理 的 证 明 . 下 面 我 们 再 用 构 
造 性 的 方法 来 证 明 这 个 引 理 ， 请 读者 仔细 体会 压缩 因子 的 作用 . 
证 明 任 取 zoeX， 记 


r= SS, jzo —fi(zo)|, s= DE si < 1 
其 中 si 是 fi 的 压缩 因子 . 取 B > 1/(1- s)， 记 
Olzo; pr) = { e Xe 一 zal < or} 
如 果 y e O(zo; 8r)， 那 末 有 


[fi(y) -zol = |fi(y) - fi(z0) + fi(z0) — zol 
<sily—zol+r < si Bri+r<g (1+ sB)r. 


由 假定 > 1/(1 一 s)， 可 知 6 > 1+s86， 于 是 lfi(y)-zol < pr， 即 
fi(y) e O(zo; Br), 


因此 
f(O(zo, Br)) Lm O(zo; Br). 


为 此 可 取 ho = O(zo; br) e K(X). 由 上 式 知 4o > f(A4o) = 
41， 又 车 在 这 包含 关系 的 两 端 ， 再 同时 作用 f， 可 得 41 > f(A41) = 
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2(Aho) = 42. 依次 类 推 ， 有 4o 2 A1 2 A2D…D AnD…. 了 又 
由 定理 3.8 可 得 4 二 ,4. 

余下 要 证 明 对 任意 的 np， 有 4。2 4. 设 z € 4， 由 于 
h(Antk,4) 一 0 (一 oo)， 所 以 一 定 存在 zke 4n+k， 使 zk 一 
TI (上 一 so)， 又 注意 到 4。 2 An+yk,YR， 因 此 对 Vk， 有 Zz e An. 
因为 4 是 闭 集 ，z 是 它 的 极限 点 ， 所 以 ze A， . 口 

定理 3.13. 若 {XX;p; 有 1,… ,jw} 是 双 曲 IFSP， 对 任意 zo E 
X， 令 


Tntl = fen(Tn), n=0,1,.., 


其 中 Prob(&n = 外) = pi， i = 1,2,…,N， 则 对 任意 e > 0， 存 在 
no 二 no(e) 和 ko = io(s)， 使 得 当 > no 和 上 > ko 时， 有 


Prob{h({zn, Tntl,** ,Tn+k}, A) < e} >1-—e, (3.5.3) 


其 中 A 是 {X; 有 1,… ,fn} 的 吸引 了 于. 


定理 3.13 指出 了 这 样 一 个 事实 ， 如 果 在 随机 迭代 序列 {zn} 
中 ， 除 去 最 前 面 的 no 项 (或 更 多 些 )， 那 末 对 于 充分 长 的 一 段 
{Zn, Tn+t1,"… ,Zn+k}， 它 与 吸引 子 4 的 Hausdor 纤 距离 小 于 = 的 可 
能 性 (概率 ) 将 超过 1 一。. 

证 明 ”由 引 理 3.5 知 存在 紧 子 集 4o < XH(X)， 有 f(40) c ho， 
又 An = f"(40),n = 1,2,…. 是 递减 的 集 序列 ， 且 fn(4o) 二 ，4. 
因此 对 于 任意 给 定 的 e > 0， 存 在 no(e)， 有 


h(An, A) <e, 当 n>no(e). 
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因为 re 4,， 因 而 总 存在 zn < 4， 使 得 
[zn — zn| <s，m> nofe)， 
这 意味 着 ， 当 n > nole) 时 ， 有 
{zn, zn+1,.*} C Ne(A), (3.5.4) 


这 就 证 明了 (3.5.3) 式 中 的 一 半 ， 且 no = mo(e) 也 已 确定 ， 接 下 去 
要 考虑 集 4 被 {zn} 的 逼近 程度 . 
因 4 es KH(X) 是 X 中 的 紧 子 集 ， 所 以 存在 有 限 点 列 w E 
4,，i=12……,9， 有 
9 
4c [J ot(ai;e/2), 
t=1 
其 中 O(ai; /2) 表示 以 ai 为 中 心 ，s/2 为 半径 的 开 球 . 
现在 证 明 , Yu € An。， 总 存在 a(i lj,a(t2)……,a(i,r) € 
{1,2,… ,入 }， 只 要 7 足够 大 ， 就 有 


[facin o fati2) oo fotin)(u) —ai| < 3 i=1,2,...,g. 
(3.5.5) 
事实 上 ， 任 意 取 定 hn。 中 的 一 点 ww， 对 单 点 集 {uw}， 也 有 
f"({w) 二 4( 当 r 一 co)， 因 此 对 足够 大 的 r>， 有 


A (A < 和 


注意 到 集合 f"({w}) 都 是 由 fo,o fo。o…o fo,(w) 形状 的 
点 组 成 的 ， 其 中 al a2,… ,ar e {1,2,… , N}. 于 是 对 于 每 个 i 
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必 存 在 数列 a(i,1),… ,a(i,r)， 有 
lebo…efente) 一 al< 了 i=1,2,...,g. (3.5.6) 
现在 令 在 An。 中 变动 ， 则 对 vi e {1,2,… ,9}， 有 
fa oo facin)(W) ~ fo) oo fatin) (A)| 和 sc (3.5.7) 


其 中 s 是 Hutchinson 算 子 f 的 压缩 因子 ，c = |4o| 是 ho 的 直径 . 
由 于 0 < s < 1， 当 7 足够 大 时 ， 有 sr .c < e/4. 结合 (3.5.6) 和 
(3.5.7) 两 式 可 得 (3.5.5) 式 的 证 明 . 

现在 假定 n> no， 取 一 序列 段 zn, Tn+t1,… ,zn+k. 注意 到 


Tnti = fentrs1 oo fe (Tn), Tnti EE Ano,0 <j<k. 
如 果 在 bn,én+1,… ,én+k-1 中 包含 a(i,1),a(i,2)… ,a(i,r)， 就 
是 说 存在 某 个 0 < ; < 大 ， 使 得 有 
Entjtr—1 = al(i, 1), 
: (3.5.8) 
人 nt = a(i,7). 


这 时 由 (3.5.5) 知 


Tntitr = fenrstri Oo fenrs (Tnti) 


全 
= jeDo 0 fatin)(Tnti) € O(ai; 3). 


对 于 固定 的 j， 事 件 (3.5.8) 发 生 的 概率 是 psd) …palir). 著 记 
p = ,min_pi， 则 该 事件 不 发 生 的 概率 不 超过 1 - pr. 于 是 对 于 序列 


1&ig&N 


tmnt … 天 > rm， m 是 自然 数 . (3.5.9) 
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不 含 a(i,1), a(i, 2),… ,a(i,7) 的 概率 将 不 超过 (1 一 p")". 令 m 足 
够 大 ， 使 得 
(1-p)™” < 
记 ko =rm， 这 样 当 k > ko 时 ，(3.5.9) 包含 序列 
a(i,1),a(i,2),.… ,a(i,7), i=1,2,...,g 


的 概率 至 少 有 

1—-4q(l—p")™">1-e. 
当 该 事件 发 生 时 ， 对 每 个 a;， 一 定 存在 za+j+r 有 |zn+i+r 一 ai| < 
e/2. 于 是 对 于 每 个 ze 4， 从 序列 Tn ,Tntk(n > no,k > 
ko) 中 可 找到 一 点 ， 使 它 与 z 的 距离 不 超过 <， 这 就 是 说 4 < 
Ne(fzn，…,zn+ktj)， 结合 (3.5.4) 式 ， 就 完成 了 定理 的 证 明 . ” 口 
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设 (X;d) 是 紧 度量 空间 ， 用 M 表示 X 上 概率 测度 全 体 ， 即 若 
上 E 人 ft， 则 /是 M 上 的 测度 ， 并 且 A(X) = 1.M 中 的 元 素 也 党 
称 为 分 布 . 

设 人 4e M， 它 的 支撑 (support) 定义 为 


suppy = {f exX|u(O(z;e)) > 0,ve > o} ， 


其 中 OUzis) 表示 以 z 为 中 心 ， 半 径 为 < 的 开 球 . 显然 suppu 是 义 
中 的 闭 集 ， 并且 p(suppp) = 1. 
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用 C(X) 表示 X 一 民 的 连续 函数 全 体 ， 称 /ec C(X) 是 Lips- 
chitz 函数 ， 如 果 存在 常数 M(f)， 使 得 

If(z)— fF(V) < M(f)d(z,y), Vr,y EX. (3.6.1) 


这 里 M(f) 称 为 的 Lip 常 数 ， 一般 它 将 随 f 而 变 . 特别 车 M(f) = 
1, 则 记 f € Lip1. 
定义 3.7. M 上 的 Hutchinson 度量 dr 定义 为 
dn (pk,v) =sp{ 人 yu- 人 ralrs 而 !)， .veEM. 
(3.6.2) 
定理 3.14. dr 是 M 上 的 距离 . 
证 明 ”只 要 验证 dn 满足 距离 的 三 个 公理 . 容易 验证 恒 等 公 理 
和 对 称 公理 是 满足 的 ， 因 此 只 要 证 明 三 角形 公理 . 设 ,v, 和 EM， 


任 取 f eZLip1,， 有 
du(or)+anto A) 2 |/ rw- 人 ra +|/ te- fisa| 


>|/ su- f sa. 


于 是 


dul + adnto Nd > sup {f sam- f 10) = dnt). 


feLip!1 


定理 3.15. (M; dz) 是 完备 度量 空间 . 
证 明 设 {jm}e 是 (M;d) 中 的 一 个 柯 西 序列 .首先 证 明 
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对 任意 (7) e C(X)， 下 面 的 极限 存在 ， 
i 3.6.3 
lim 人 gz) dun (3.6.3) 


利用 逼近 论 中 的 Stone 定理 可 证 明 Lipschitz 函数 在 C(X) . 
中 是 稠密 的 ， 因 此 对 任 给 es > 0， 总 存在 Lipschitz 函数 f/， 有 
lf -#9l= ee If(z) - gz)| < e. 于 是 我 们 有 


[fa — sam| 
+| /0Dapmnl + |f fa = fs apn| 


<z+un|/ rh Me"| 


< 2e + M(f)dn (pm, pn), (3.6.4) 


<|/ -nan 


其 中 M(P) 是 了 的 Lip 常数 ， 从 而 f/(M(f)) e Lip 1. 


由 于 {pn} 是 (Ai dz) 中 的 柯 西 序列 ， 可 见 {x 6 dyn} 也 是 一 
个 柯 西 序列 ， 这 样 就 证 明了 (3.6.3) 极限 存在 . 


定义 正 线性 泛 函 


A(g) = im 人 dun, $eC(X). (3.6.5) 


由 Riesz 定理 知 ， 存 在 Borel 有 限 正 测度 //.， 满 足 


A($) = 六 gdu， 由 EC(X). (3.6.6) 
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由 (3.6.5) 可 知 A(1) = 1， 因 此 Ap(X) = 1， 即 4e Ad. 
现在 尚 须 证 明 


注意 到 
oo- [人 -人 ra 
-ff 
< 也 (hh) 


= lim dn (pm, Jn), 


可 见 当 n 一 co 时 有 


dn (jn, 4) — 0. 


现在 回 过 来 继续 讨论 迭代 函数 系 . 设 {X;p; 有 1,… , fn} 是 带 
概率 的 迭代 函数 系 ， 它 的 马尔 可 夫 算 子 (Markov operator) M : 
AM 一 M 定义 为 


N 
Mp= > pipofi!, peEM. (3.6.7) 


i=1 
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引 理 3.6. 若 g: 义 一 民 是 连续 函数 (或 简单 务 数 )，j4 E MM， 
则 
N 
一 i ofidy. 3.6.8 
/gan Dm soon (3.6.8) 
证 明 设 CX, 令 xs 表示 B 的 特征 函数 ， 即 
1, rE€B, 
wm- _ 
0， 7zEB. 


由 计算 可 得 
¥ 
.xe d(My) -Dn 人 xeawoi ) 


N N 
= Dn fae tr) = ppt 8). 
i=1l B 


i=1 


另 一 方面 ， 
N N N 和 
; ofidh = 5p: du = pin(f71(B)). 
2 人 ie fidy 27 A 站 Srl (B)) 


因而 对 于 特征 函数 Xe， 等 式 (3.6.8) 成 立 . 从 而 对 于 特征 函数 的 线 
性 组 合 ( 称 为 简单 函数 )， 等 式 (3.6.8) 也 必然 成 立 . 又 由 函数 论 知 
道 ， 任 何 连续 函数 一 定 存在 一 个 简单 函数 列 一 致 收敛 于 它 ， 于 是 可 
以 证 明 对 连续 函数 ，(3.6.8) 也 成 立 . 

定理 3.16. 设 (X;d) 是 紧 度量 空间 ，{X;p; 户 ,…… ,jw} 是 双 
曲 IFSP，s E (0,1) 是 IFSP 的 压缩 因子 ， 又 设 M : KM 一 M 是 该 
IFSP 的 马尔 可 夫 算 子 ， 则 MM 是 空间 (AM; dz) 上 的 压缩 映射 ， 且 压 
缩 因子 也 是 sS， 即 


dua(Mp, Mv) < sdp(z)，Vve， (3.6.9) 
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又 存在 惟一 测度 UL。E M， 满 足 
Mp. = po. (3.6.10) 
证 明 设 ge Lipl, pveE M， 由 (3.6.8) 有 
/oaom- gd(hM) 
-Dr (f ste f oo)az) ， 
注意 到 


lg(fi(2)) ~ g(fi(y)| < d(fi(z), fi(y)) < sd(z,y), Vr,y EX, 


因此 
2 eis1, 
这 样 有 
N 
从 gd(My) 一 [sa < Dpi: sdnu(p,v) 
i=1 
= sdn(u.v). 
于 是 立即 可 得 


dn (Mp, Mv) < sdn(p,v). 


这 就 证 明了 马尔 可 夫 算 子 M 是 (M; dz) 上 的 压缩 映射 ， 压 缩 因子 
是 s. 由 定理 3.15 知 (/M; dn) 是 完备 度量 空间 ， 利 用 Banach 不 动 
点 定理 ， 必 存在 惟一 的 4。 Ee M， 有 Mh, = 4. 口 
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定理 中 的 概率 测度 J 称 为 IFSP 的 不 变 测度 ， 它 还 有 一 个 重要 
的 性 质 (证 明 从 略 ) 就 是 它 的 支撑 集 就 是 IFS 的 吸引 子 ， 即 


supphs = A. (3.6.11) 


设 测 度 序列 {yn} C M 和 人 上 E M， 我 们 称 {jn} 弱 收 敛 到 44， 
如 果 下 面 等 式 成 立 : 


li nm 一 ， 9 
lim, [fam = {fap WecO0 
简单 记 为 

Ln ,no0. 


现在 假设 Jn -< ph， 如 果 在 (3.6.4) 式 中 ， 令 jo = J， 可 容 
易 证 得 Jn -于 /。 这 就 是 说 在 M 中 ， 度 量 dr 收敛 序列 一 定 是 愉 
收敛 的 . 


现任 取 po s M， 作 迁 代 M"jho， 由 定理 3.16 知 
Mrpo ~ ps, 


因此 


M"po -村 ,1 


四 人 7ag0vo = f fap, f ec(X). (3.6.12) 
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例 3.3. 令 X = [0,1],fi(z) = z/3, fo(7) = rz/3+2/3,p1 = 
pa = 1/2， 它 们 构成 一 个 带 概率 的 双 曲 迁 代 函数 系 . 它 的 吸引 子 
就 是 熟知 的 Cantor 三 分 集 C. 又 设 几 是 其 相应 的 不 变 测度 ， 由 
(3.6.11) 知 suppj。 = C， 因 此 有 jy.(C) = 1、 但 对 于 勒 贝 格 测度 
C1 有 CIC) = 0. 
用 654 表示 Dirac 测度 ， 它 的 定义 是 : 
a0-{ 1， 当 ze4， 
0， 当 zrE4. 
现在 取 llo = 60， 计 算 可 得 
Hi = Mo = jlo fi! +600f7!)= 3(50 + 62/3), 


1 _ 
m= M?po = Mp = 3(mofi! thofi!) 


ll 


1 i a 二 es 

pA 1+6230f7 +600f7!+6230f7!) 
1 

= Zz(%0 + 62/9 + 62/3 十 js/9)， 


一 般 地 ， 由 归纳 可 得 


若 f eC[0,1]， 则 由 (3.6.12) 可 得 


1 2™ 
久 7 迪 = 由 去 并 1 
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8 3.7 ”随机 算法 


设 {R2; 户 ,m = 1,2,… ,入 } 是 平面 上 的 一 个 双 曲 选 代 函 数 系 ， 
其 吸引 子 为 4， 由 定理 3.8 知 ， 为 求 得 吸引 子 4， 只 要 采用 如 下 步 
骤 : 首先 任 取 R? 中 的 一 个 非 空 紧 集 4o (例如 三 角形 、 正 方形 ， 也 
可 以 取 一 个 定点 xo e R?)， 作 迭代 
N 
Art1 = [) fn(Ak), k=0,1,2,..., 


n=1 


则 序列 {4k} 在 Hausdorf 度量 下 将 收敛 于 4. 于 是 要 在 计算 机 屏 
幕 上 作出 4 的 图 象 ， 我 们 可 这 样 进行 : 

1° 初始 化 ， 输入 任 选 初始 图 形 40， 并 设 定 最 大 迭代 步 数 ; 

2° 计算 出 41 = U2 fn(40); 

3? 抹 去 屏幕 上 的 集合 40， 答 出 点 集 Al1; 

4 返回 到 第 二 步 ， 计 算出 A2 = UN_; f(A41); 

5° 抹 去 屏幕 上 的 集合 A1， 输 出 点 集 Az. 

当选 代 达到 最 大 步 数 才 停止 ， 在 实际 操作 中 ， 要 注意 观察 ， 当 
第 人 步 得 到 的 图 形 4x 与 下 一 步 得 到 的 图 形 4k+1 十 分 接近 时 ， 就 
可 以 把 4x 作为 最 终 图 形 . 

这 种 求 IFS 吸引 子 的 方法 简单 明了 ， 易 于 掌握 ， 通 常 称 为 确定 
性 算法 . 但 在 实际 应 用 中 ， 随 着 迭代 步 数 的 增加 ， 其 计算 量 将 快速 
增长 ， 所 以 执行 起 来 比较 费时 . 为 此 一 般 采用 下 面 的 随机 算法 比较 
好 . 

对 给 定 的 双 曲 迭代 函数 系 {R?; 有 ,… , fn}， 可 以 根据 定理 
3.13 用 随机 迭代 法 ， 同 样 可 求 得 它 的 吸引 子 . 方法 是 这 样 的 ， 先 选 
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取 概 率 向 量 p = {p1.p2.… .px}， 又 任 取 xo < R*?， 并 逐次 独立 地 
取 


xn € {fi(xn-i) fa(xn1), fry(xni)}, n=1,2,..…, 


其 中 事件 x = fi(xn-1) 发 生 的 概率 是 p;. 这 样 得 到 一 条 轨迹 
{xn}XE0o， 该 轨迹 将 逼近 IFS 的 吸引 子 . 

具体 步骤 如 下 : 

1° 取 初 始点 xo (例如 (0,0))， 及 总 的 迭代 步 数 ; 

2。 以 概率 pi(i = 1,2,… ,和 N) 选取 变换 fi; 

3°? 把 fi 作用 到 xo 上 ， 得 新 点 ， 记 newx = fi(x0); 

4° 仿 xo = newx; 

5° 重 返 2%?， 进 行 下 一 次 迭代 .当选 代 次 数 大 于 某 预 先 给 定 的 
数 (例如 300) 时 . 开始 在 屏幕 上 打出 点 .直到 先 代 大 于 总 步 数 为 
止 . 

在 实用 上 ， 往 往 取 {fi} 为 平面 上 的 一 组 仿 射 变换 ， 对 于 
x= (7,y)T, 令 


(x)= Bx+ti i=12:,Ns 


i bi i 
B=|" ，&=[ “|. 
G di gi 


设 4 是 其 吸引 子 ， 则 有 


其 中 
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注意 到 
S(fi(K)) 
S(K) ’ 


其 中 det Bi 表示 Bi 的 行列 式 ，5(4)，S(fi(4)) 分 别 表示 图 形 4 及 
(4) 的 面积 . 由 此 可 见 ， 著 |det Bi| 值 较 大 ， 反映 了 f:(4) 在 4 
中 占有 较 多 的 份额 ， 因 此 在 选择 迭代 函数 时 ，f; 应 有 较 大 的 概率 被 
选中 . 为 此 ， 在 随机 迭代 算法 中 的 概率 向 量 ， 常 用 下 面 的 式 子 来 确 
定 : 


ldct Bi| = 


ldetBi _ laidi— bicil 


1,2,...…,N. 
关 ldetBil 3 laidi; — bici| 
i=1 


和 


如 果 对 于 某 个 i，|det Bi| = 0， 则 可 以 赋 以 pi 一 个 很 小 的 正 
值 . 

数据 {ai bi, ci, di, ei,gi,pi} 成 为 一 组 IFSP 码 ， 下 面 是 蕨 类 植 
物 叶 片 的 一 组 IFSP 码 . 对 应 的 随机 和 迭代 算法 结果 见 图 3.3. 


表 3.1 藤 类 植物 叶子 的 IFSP 编码 
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4 和 4 


图 3.3 随机 和 迭代 算法 结果 


附 : 随机 迭代 的 源 程序 (用 VC++ 6.0 编写 ) 
IFSP() 


double a[4]={0,0.85,0.2,-0.15}; 
double b 
double ¢| 


4 

4]={0,0.04,-0.26,0.28}; 

4 
double d[4]={0.16,0.85,0.22,0.24}; 

4 

4 


={0,-0.04,0.23,0.26}; 
double e[4]={0,0,0,0}; 


double g[4]={0,1.6,1.6,0.44}; 


double p[4]={0.01,0.85,0.07,0.07}; 
CClientDC dc(this); 
double x,y,newx,newy,rn,total; 
int dx,dy; 
for(int i=0;i<20000;i+++) 
{ 
int k=0; 


rn=rand()/32767.0; 


total=p[0]; 
while(total < rn) 
{ 
k++; 
total+=p[k]; 
} 
newx=alk}*x+b[k]*y+elk]; 
newy=c[k]*x+d[k]*y+g[k]; 
x=newx; 
y=newy; 
if(i>200) 
{ 
dx=(int)(x*50+300); 
dy=(int)(600-y*50); 
dc.SetPixel(dx,dy,RGB(0,0,0)); 


} 

从 理论 上 来 讲 ，IFS 吸引 子 与 概率 向 量 p 的 选择 无 关 . 但 在 实 
际 绘图 时 ， 概 率 起 到 很 重要 的 作用 ， 控 制 概 率 ， 就 是 控制 拼 贴图 形 
各 部 分 落 点 的 密度 ， 使 图 形 在 有 限 步 迭代 终止 时 ， 显 示 出 浓淡 虚实 
的 不 同 层次 ， 而 这 恰好 能 跟 真 实 的 自然 景物 更 贴近 些 . 
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下 面 我 们 介绍 一 个 与 IFSP 相关 的 Elton 遍历 定理 . 为 此 首先 
要 了 解码 空间 9 的 定义 ， 码 空间 在 本 书 第 六 章 中 还 将 会 遇 到 . 码 空 
间 9 中 的 元 素 是 用 {1,2,… , NN} 中 的 数 所 组 成 的 半 无 穷 序 列 ， 就 
是 说 元 素 w < 02， 当 且 仅 当 


w= (2 
下 面 规定 用 w 表示 w 的 第 个 坐标 的 数 ， 即 wu = ii. 在 0 
中 引入 度量 


lin — in| 
lw -w= Do ww EN, 


这 样 9 成 为 一 个 紧 度量 空间 . 

集 I = {we Qo =inn<1<n+tk} 称 为 @ 中 的 方 体 、 

设 给 定 了 概率 向 量 p = {p1,p2,… ,pw}， 那 么 可 以 在 方 体 I 
上 定义 测度 p: i 


rm)= I pi, 
l=n 


并 由 此 ， 可 以 将 它 扩张 成 上 的 一 个 测度 p. 
现在 我 们 写 出 Elton 的 定理 (证 明 从 略 ， 请 参看 文献 [15]). 
定理 3.17. 设 {X;p; fn.n 二 1,… ,NN} 是 带 概率 的 双 曲 迭代 函 
数 系 ，J。 是 它 的 不 变 测度 . 则 对 任意 To EX， 存在 Gr CQ， 有 
P(Gzo) = 1， 并 且 对 每 一 个 (iiz,…:)EeGz， 有 


jzk) = | fdu., vf eC(X), 
Di fsa 


lim 
nm 一 cc 了 十 1 


其 中 必 = fi o fic_1 0.0 fi (ro0). 口 
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推论 3.3. 设 昌 CX 是 Borel 子 集 ， 且 Hs(9B)=0 (8B 表示 
B 的 边界 )， 则 对 任 一 (j,i2,…) EGz。， 有 


lim VO) = p(B), 


nm 一 co 用 十 


其 中 N(B,n) 三 交集 {fzo,zl……，,zn}m 已 中 的 点 数 ， 


第 四 章 拼 贴 定理 及 其 应 用 


在 今天 的 信息 社会 里 ， 信 息 量 不 断 爆炸 式 地 增长 ， 因 而 信息 的 
存储 、 管 理 和 传输 的 任务 十 分 艰巨 。 目 前 研究 者 们 企图 通过 以 下 
三 个 方面 来 解决 问题 : (1) 研制 更 大 容量 的 存储 设备 ; (2) 改进 传 
统 的 图 象 和 文件 压缩 方法 ， 以 提高 编码 效率 ; (3) 探索 新 的 图 象 编 
码 理论 和 技术 . 分 形 图 象 压缩 理论 和 技术 是 一 种 新 的 而 又 十 分 有 
效 的 方法 ， 在 保证 图 象 质 量 的 前 提 下 ， 可 达到 较 高 的 压缩 比 ， 以 
8 3.7 中 蕨 类 植物 叶片 图 为 例 来 说 明 . 它 是 黑白 二 值 图 象 ， 设 分 辨 率 
是 512 x 512， 每 个 象 素 点 用 1 bit 表示 ( 黑 、 白 )， 那 末 叶 片 图 要 用 
512 x 512 x 1 = 262144 bit 表示 ， 但 我 们 只 用 了 4 个 仿 射 变换 去 重 
构 ， 仅 需 4 x 6 = 24 个 参数 ， 若 每 个 参数 用 4 x 8 bit 表示 ， 则 保存 
这 些 参 数 仅 需 24 x 32 = 768 bit. 根据 图 象 压缩 比 定义 得 


原始 图 象 的 总 bit 数 ”262144 . 


压缩 比 = 兰 341。 


”压缩 后 图 象 的 总 bit 数 。 ”768 
这 比 目 前 现 有 的 任何 图 象 压缩 方法 的 压缩 比 要 高 得 多 . 可 见 分 形 编 
码 在 高 压缩 比 的 图 象 压缩 技术 上 很 有 潜力 . 

分 形 图 象 压缩 的 理论 基础 是 迭代 函数 理论 ，1989 年 A. Jacquin 
的 博士 论文 做 了 突破 性 的 工作 (计算 机 自动 确定 仿 射 变换 算法 )， 引 
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起 各 国 研究 者 的 浓厚 兴趣 ,分形 压 缩 技术 从 而 取得 了 长 足 发 展 . 
1992 年 全 球 最 大 的 软件 开发 商 Microsoft 公司 运用 了 分 形 技 术 推 出 
一 个 不 同 寻 常 的 被 称 为 Microsoft Encarta 磁盘 . 在 这 张 磁盘 上 竞 
然 储 存 了 大 量 的 文字 、 图 片 、 音 响 、 动 画 、 照 片 及 图 形 ， 它 含有 一 
部 地 图 册 和 一 部 字典 ， 其 中 有 75 小 时 的 音响 ，1000 个 动画 ，800 
张 可 供 缩放 的 彩色 地 图 及 7000 多 高 质量 的 照片 ， 所 有 这 些 编码 在 
不 超过 600MB 的 数据 之 中 . Encarta 是 基于 分 形 图 象 压缩 技术 才 取 
得 这 样 成 功 的， 因此 Barnsley 说 “They are all fractals”. 


本 章 将 介绍 分 形 图 象 压 缩 基本 理论 和 方法 . 


8 4.1 拼 贴 (Collage) 定理 


对 一 个 给 定 的 双 曲 迭代 函数 系 (IFS)， 可 用 计算 机 来 生成 它 的 
吸引 子 ， 从 而 可 得 到 许多 漂亮 的 分 形 图 象 ， 还 可 以 用 来 逼真 地 描述 
自然 界 的 一 些 东西 (如 海岸 线 、 山 峰 、 树 叶 等 )， 人 们 对 此 产生 了 极 
大 兴趣 .然而 更 重要 的 是 它 的 反问 题 ， 就 是 给 你 一 幅 图 象 ， 如 何 寻 
找 适当 的 IFS， 使 其 吸引 子 就 是 (或 近似 是 ) 该 图 象 . 一 般 来 说 这 是 
个 很 困难 的 问题 . 下 面 将 介绍 的 拼 贴 定理 ， 它 虽然 十 分 简单 ， 但 
从 中 可 以 得 到 启发 ， 在 解 反问 题 过 程 中 起 到 关键 作用 ， 它 首先 由 
Barnsley 等 人 建立 . 

定理 4.1 (IFS 拼 贴 定理 ). 设 {X; 及,… ,fw} 是 一 个 双 曲 选 
代 函 数 系 ， 压 缩 因 于 s < 1，4 是 它 的 吸引 子 ， 又 已 E KH(X) 是 任 
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意 给 定 的 集合 ， 则 有 
N 
h(A,E) < 这 (EU fi(E)). (4.1.1) 
i=1 
证 明 ”利用 Hausdorf 距离 h 满足 三 角形 不 等 式 及 (3.3.3) 式 ， 
有 
用 
h(A,E) < (BUne) tr (Und) 
人 
一 (eUna] +h (U fi(E). J hm] 
人 i=1 i=1 
<h (aUne) + sh(E, A), 
2 一 1 
这 样 可 得 (4.1.1). 四 


推论 4.1. 设 妃 ETX(X)，= > 0 是 任意 给 定 的 常数 ， 则 存在 双 
曲 迭 代 函 数 系 {X; 户 ，… , fn}， 有 


h(A,E)<e 
其 中 4 是 该 选 代 函 数 系 的 吸引 子 . 
证 明 ”由 Ee XH(X) 是 紧 集 ， 可 知 存在 球 族 B1,… , B,,， 其 
球 心 都 在 已 上， 半径 都 不 超过 =/4， 使 得 


Ec U Bi C Nea(E). (4.1.2) 


构造 压缩 映射 fi : 一 B; (i = 1.2,… ,m)， 压缩 比 si < 
1/2. 这 样 有 
fi(E) C Bi C Ne/a(fi(E)). (4.1.3) 


100 第 四 章 ” 拼 贴 定理 及 其 应 用 


由 (4.1.2) 及 (4.1.3), 可 得 


U fi(E) C U Bi C Ne/a(E). (4.1.4) 
=l 


i=1 


且 
E cBic (N/a(f(E)) c Nz ( nl) (4.1.5) 
1 


im 


i=1 $=1 


由 (4.1.4) 及 (4.1.5)， 根据 定理 3.3， 得 
到 € 
h (0 1 < 了 


将 其 代入 (4.1.1) 式 ( 取 s= 1/2)， 得 


1 E 


h 和 一 一 一 一 .二 一 E。 
(4, 5) 1-1/2 2 由 
口 


例 4.1. 设 户 (z) = 0.5z -0.1， f2(z) = 0.41z 十 0.5 构成 双 曲 迭 
代 函 数 系 {R; 户 , 扩 }， 记 它 的 吸引 子 为 4， 试 估计 h([0,1], A) 有 多 
大 ? 
解 ” 因 为 
fi1([0,1])= {~0.1,0.4],， fo([0, 1]) = [0.5,0.91], 


所 以 
(fi Uf2) (0,1]) = {~0.1,0.4]U [0.5,0.91]. 


通过 计算 可 得 


d([0, 1], (fi U f2) (10, 1])) = 0.09， 
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d((fi Uf2)([0,1)),{0, 1)=0.1, 
因此 

h([0,1], (fi f2) ([0,1])) = 0.1. 
又 s = max{0.5,0.41} = 0.5， 由 拼 贴 定理 得 


Ml0, 1 A) < sh (0 1, fr uf) (0,1)) = 0.2. 


口 

定理 4.2 (IFSP 拼 贴 定理 ), 设 {X;p; f1,… ,Jw} 是 带 概率 

的 双 曲 选 代 函 数 系 ，s € (0,1) 是 IFS 的 压缩 因子 ，j。 是 其 不 变 测 
度 ，M 是 该 IFSP 的 Markov 算 子 ， 设 ve 人 4， 则 有 


1 
du(v, 1) < Taal Mv) (4.1.6) 
一 8 


证 明 ”证 明 方法 完全 类 似 于 定理 4.1. 
根据 Hutchinson 度量 dr 的 三 角 不 等 式 及 定理 3.16 的 (3.6.9) 
和 (3.6.10) 式 ， 可 得 


dn(v, pe) < dp(v, M(V)) + du(M(v), 1.) 
= dna(v, M(V)) + du(M(2), M(p.)) 


& dp(v, M(v)) + sdp(v, 1,), 


这 样 可 以 推出 (4.1.6) 式 . 口 

由 推论 4.1 可 知 ， 对 预先 给 定 的 任意 目标 集 ， 总 可 以 选择 到 某 
双 曲 先 代 函数 系 ， 使 得 它 的 吸引 子 能 任意 近似 它 . 但 是 随 着 近似 精 
度 要 求 的 提高 ， 就 需要 增加 变换 的 个 数 ， 可 能 会 变 得 很 大 ， 这 样 就 
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失去 了 实际 应 用 的 价值 . 因此 应 当 寻 找 一 些 处 理 方法 ， 能 利用 较 少 
的 变换 求 得 到 满意 的 结果 . 

Collage 原理 告诉 我 们 可 以 这 样 做 : 选择 若干 压缩 的 仿 射 变 
换 ， 将 目标 集 经 这 些 变换 后 ， 得 到 各 自 的 小 “拷贝 ”， 然 后 将 这 
些小 “拷贝 ” 拼 贴 在 一 起 (彼此 间 容 许 有 重 释 ， 但 应 尽 可 能 减少 重 
倒 )， 构 造 出 的 图 象 要 求 能 与 原 目标 集 尽量 地 一 致 . 下面 举 一 个 简 
单 例子 来 说 明 . 

例 4.2. 给 定 目标 集 已 ， 它 是 揣 了 一 角 的 正方 形 ( 见 图 4.1 所 
示 )， 它 的 顶点 坐标 (从 左下 角 顶 点 开始 ， 送 时 针 方 向 ) 依次 
是 : (一 2, 一 2), (2, —2), (2, 1), (0, 1), (1, 2), (—2, 2). 
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(™ NE 


2 2 
CO 
O [3 入 
集 fa(E) 集 fa(E) 


图 4.2 目标 集 的 小 拷贝 


将 它们 分 别 作用 到 目标 集 上 去 ， 得 到 的 小 拷贝 见 图 4.2. 
易 见 此 时 有 巨 = Ut_， fi(E)， 利 用 确定 性 算法 : 在 已 中 任 取 
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一 点 作为 起 始点 ， 逐 次 迭代 ， 当 迁 代 次 数 大 于 10 时， 图形 已 基本 
成 形 了 ( 见 图 4.3). 


初始 状态 和 迭代 1 次 迭代 2 次 迭代 3 次 迁 代 4 次 和 迭代 5 次 


迭代 6 次 迁 代 7 次 迁 代 8 次 迭代 9 次 迭代 11 次 


图 4.3 用 确定 性 算法 生成 IFS 的 吸引 子 


8 4.2 ”局 部 迭代 胃 数 系 (Local iterated 


function systems) 


在 拼 贴 定理 的 应 用 中 ， 各 小 “拷贝 ”都 是 目标 集 经 压缩 后 得 到 
的 . 再 用 这 小 “拷贝 ”去 近似 目标 集中 某 个 局 部 . 一 般 说 来 ， 目 
标 集 不 具有 “ 仿 射 自 相似 性 ”， 因 此 这 样 的 拼 贴 法 往往 是 效果 欠 
佳 . 为 了 克服 这 个 缺陷 ， 需 要 引入 局 部 迭代 函数 系 (Local iterated 
function systems， 简 记 为 LIFS). 


定义 4.1. 设 (Xid) 是 紧 度量 空间 ，(Tt(X);j) 是 对 应 的 分 形 空 
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间 . 设 DeH(X),， f:D 一 X,0< s<1, 若 有 
dl(f(z), f(y)) < sd(z,y), Vr,yeD, 


则 称 有 是 (XX;d) 上 的 局 部 压缩 映射 ，s 是 它 的 压缩 因子 ，DD 为 其 定 
义 域 . 

定义 4.2. 设 fi(i 二 1,2,… ,NN) 是 紧 度 量 空间 (X;d) 上 的 局 部 
压缩 映射 ， 对 应 的 定义 域 和 压缩 因子 分 别 是 Di 和 si， 它们 构成 一 
局 部 迭代 函数 系 ， 记 为 {X; Di; fi,i 二 1,2,… ,N}. 定义 H(X) 上 
的 算 子 : 


N 
fioca(B)= (J f(DiNB), vB ENH(X), (4.2.1) 


i=1 
若 有 非 空 集 4 C 和 ， 使 得 fioca1(4) = 4， 则 称 4 是 该 局 部 迭代 函 
数 系 的 不 变 集 或 吸引 了 于. 


值得 注意 的 是 局 部 迭代 函数 系 可 以 没有 吸引 子 ， 亦 可 以 有 车 
干 不 同 的 吸引 子 . 车 4 和 B 都 是 fiocai 的 吸引 子 ， 那 么 易 见 集合 
AUB 也 是 它 的 吸引 子 . 取 所 有 吸引 子 的 并 集 ， 将 是 fiocai 的 最 大 
吸引 子 . 下 面 讨论 这 个 最 大 吸引 子 如 何 来 求 . 

定理 4.3. 设 {X; Di; fi,i = 12,……，N} 是 一 个 局 部 迭代 函数 


系 ， 令 


N 
Ao=X, An=[jf(DiNA1), n=1,2,..., 


i=1 
则 {An} 是 一 个 单调 递减 集 列 . 记 4 = 站 oo4。， 若 4 天 CO 则 4 
是 该 LIFS 的 最 大 吸引 子 . 
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证 明 ”首先 注意 到 每 个 的 象 集 包 含 于 头 ， 所 以 A1 C= 
40. 又 车 An C An-1， 则 有 


N N 
Ant1= (Jfi(DiN An) Cf(DiN An1) = 4 
i=1 


i=1 
于 是 由 归纳 可 知 {4,} 是 一 个 单调 递减 集 列 . 记 4 = 门 > 4,， 则 
它 是 {4n} 的 极限 集 . 
车 4 取 @， 先 证 明 4 是 LIFS 的 不 变 集 . 由 A Cc An, vn， 因此 
N N 
UU fi(DiN A) cfi(DiN As)= Anti, 


i=1 i=1 


于 是 可 得 
Ufi(Din Aa) c (| 4, = 4. (4.2.2) 


i=1 n=0 


现 设 ze 4， 则 


N 
z EJ f(DiN A), vn. 


i=1 
于 是 一 定 存在 某 个 io es {1,2,.….,N} 及 递增 的 自然 数列 nj(; = 
1,2,….)， 满 足 条 件 


TE filDio NAn,), j=1,2,.…, 
即 存在 zw € Diom 4。， 有 
z= fio(zny). (4.2.3) 
由 {4%} 的 递减 性 ， 对 每 个 固定 的 n， 当 j 足够 大 时 ， 有 


Tn; € An. 
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由 于 4。 < KH(X) 是 紧 子 集 ， 因 此 一 定 存在 {zw } 的 一 个 收敛 
子 列 ， 设 其 极限 点 为 z"， 则 z” < 4 因此 ze 站 co4n = 4. 
同时 由 Pi 是 闭 集 ， 也 有 z” < Di,. 由 fi 的 连续 性 ， 利 用 (4.2.3) 
式 可 得 


N 


T= jlz)cj 加 (Don4)c U fi(DiN A). (4.2.4) 


i=1 
由 (4.2.2) 及 (4.2.4) 两 式 可 知 ， 集 合 4 是 LIFS 的 吸引 子 . 
接 下 去 证 明 4 是 最 大 的 吸引 子 . 设 B C X 是 另外 一 个 吸引 
子 ， 即 已 = UP(DinB). 显然 有 


N 
Bc f(DiNX)= 4. 


i=1 


依 此 类 推 ， 可 得 BC A2,… ,BC 4n,… . 最 终 可 得 


口 


8 4.3 LIFS 拼 贴 方法 


不 妨 假设 X = [0,1] x [0,1,G c X 是 一 帧 黑白 图 象 ， 剖 分 
X 成 一 些 较 小 的 正方 形 ( 见 图 4.4 中 左 图 ). 假定 有 N 个 小 正方 形 
Ri(1 < i< N) 与 G 相交 不 空 . 

又 设 Pi C X(i = 1,2,… ,N) 是 另外 较 大 的 正方 形 ， 它 们 可 以 
重合 ( 见 图 4.4 中 右 图 )， 以 D; 为 定义 域 块 (或 称 父 块 )，R; 为 值 域 
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图 4.4 局 部 IFS 


块 (或 称 子 块 )， 做 压缩 变换 户 ， 满 足 条 件 
fi(Di) = Ri, (4.3.1) 


且 使 得 
fi(DiNG) ~ RiNG. (4.3.2) 
(4.3.2) 中 近似 等 式 的 意义 ， 具 体 讲 就 是 在 Hausdorf 度量 下 误差 足 
够 小 ， 即 
h(fi(DiNG), RiNG) <e， 

这 样 可 得 

N N 

Ufi(DinG) ~ Linc)=G. 


i=1 记 1 
从 上 面 等 式 可 知 ， 通 过 对 fiocat 算 子 用 迭代 方法 ， 求 其 吸引 
子 ， 就 可 用 来 近似 地 恢复 原来 的 图 象 . 
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在 实际 应 用 中 ， 常 取 D; 的 尺寸 是 Ri 的 两 倍 ， 因 此 压缩 因子 是 
1/2. 变换 fi 采用 如 下 形式 的 仿 射 变换 : 


fi(x) = 3Ax +t, (4.3.3) 
其 中 4 取 下 面 八 种 矩阵 之 一 : 


中 心 垂直 线 第 一 对 角 线 


= 
2 


(0) 恒 等 变换 ( - 
0 1 


(1) 以 中 心 委 直线 为 轴 翻 转 ( | 
0 1 


第 二 对 角 线 


(2) 以 中 心 水 平 线 为 册 番 转 ( 中 
二 


(3) 以 中 心 点 为 轴 心 送 时 针 旋 转 180。 - 中 
0 
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0 1 

(4) 以 第 一 对 角 线 为 轴 翻 转 ( ot ) 
0 -1l 

(5) 以 中 心 点 为 轴 心 北 时 针 旋 转 90? ( ) 
和， 可 

(6) 以 中 心 点 为 轴 心 逆 时 针 旋 转 270? ( g } 


0 -1l 
(7) 以 第 二 对 角 线 为 轴 翻 转 | 


例 4.3. 给 定 目标 集 G (图 4.5)， 构 造 对 应 的 局 部 选 代 函 数 系 . 


图 4.5 


1° 引入 大 小 相同 的 方块 区 域 R1, R2,… , Rs 将 G 完全 覆盖 ， 
这 些 区 域内 部 不 交 (图 4.6). 

2° 引入 一 组 方块 Di, D2, D3， 保 证 都 能 与 G 相交 不 空 ， 且 这 
些 方块 的 边 长 取 作 值 域 块 边 长 的 2 倍 (图 4.7). 

3° 对 每 个 Ri 选择 相应 的 Di， 同 时 选择 变换 fi， 使 得 


h(fi(DiNG),RiNG) 
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心 


图 4.6 值 域 块 {R; 图 4.7 定义 域 块 {D;} 


尽 可 能 小 .在 本 例 中 矩阵 4 的 取 法 如 下 (4i 表示 8 种 矩阵 中 第 i 
种 ): 


Di 2 Ri, Rs, Rs, Rs; Re; 
Da. 2 Rs 
TD 


显然 此 时 有 fioca(G) = G. 
4 选 定 适 当 坐 标 系 ， 确 定局 部 IFS 码 . 
5° 用 迁 代 法 生成 图 象 . 


8 4.4 离散 局 部 迭代 函数 系 (Discretely local 


iterated function systems) 


给 定 两 个 正 整数 M,N. 把 单位 正方 形 [? = [0,1] x [0, 耻 分 成 
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NN 行 M 列 ， 这样 我 们 得 到 MN 个 长 为 1/M， 宽 为 1/N 的 长 方 
形 . 定义 

QAM,N)= {5 Die {0,l,...,M—1), jet{0,l,...,N—1}}, 


如 果 将 左下 端点 坐标 是 (i/M,j/N) 的 长 方形 ， 对 应 于 Q(M,N) 中 
的 一 个 点 (i,7)， 则 上 面 的 每 一 个 长 方形 都 惟一 对 应 于 集合 Q(M, N) 
中 的 一 个 点 . 

任 取 集 合 4 C R?， 记 (4) 为 定义 在 4 上 的 实 值 函数 的 全 体 
所 组 成 的 集合 ， 对 于 任 给 的 户 9 e 大 (4)， 它 们 之 间 的 距 亢 定 义 为 


doo(f,9) = sup{|f (x) — g(x)| | x € A}. 


定理 4.4. 设 4 是 民 ? 的 非 空子 集 ， 则 空间 (F(4);d。o) 是 一 个 
完备 度量 空间 . 


证 明 设 { 扩 } 纶 1 是 空间 (天 (4); doo) 中 的 一 个 柯 西 序列 . 任 
取 e > 0， 必 存在 自然 数 G(e)， 当 m,n > G(e) 时 ， 有 


doolfm, fn) < e. 
于 是 对 任意 的 x e 4， 由 dee 的 定义 ,可知 当 m,n > G(e) 时 ， 有 
|fm(x) — fn(x)| < e. (4.4.1) 


所 以 {fn(x)}21 是 尽 上 的 一 个 柯 西 序列 . 根据 实数 的 完备 性 ， 存 
在 p(x) e 及 ,使 得 im n(x) = p(x). 这 样 我 们 得 到 了 下 (4) 中 的 
一 个 函数 p. 


84.4 ”离散 局 部 迭代 函数 系 113 


在 (4.4.1) 式 中 令 m 一 co， 可 得 当 m > G(s) 时 ， 对 所 有 
x€A, 
lp(x) — fn(¥)| < e， 
从 而 
doo(fn,p) = sup{|fn(x) — p(x)| | x € A} < e. 
这 说 明 函 数 序列 {fn}?21 在 度量 do 下 收敛 到 p. 口 


特别 地 ， 我 们 将 下 (Q(M, N)) 简 记 为 F(AM, N). 由 定理 4.4 可 
知 ，(F(M, N);doo) 是 一 个 完备 度量 空间 . 
设 45 C 7? 是 对 应 于 点 (i,j) se Q(AM, N) 的 一 个 长 方形 ， 即 


={ealeas[ 记 别人 完 ]} 
设 尼 = Ut R?， 其 中 每 个 R? 都 是 由 若干 个 45 组 成 的 长 方形 ， 
且 { 民 } 彼此 间 内 部 互 不 相交 ， 我 们 称 {R?} 为 值 域 块 ( 子 块 ). 对 于 
每 个 t= 1,2,.….,k， 设 D9 c 72 也 是 由 若干 个 4i; 组 成 的 长 方形 ， 
且 D? 的 长 与 宽 都 是 R 的 两 倍 ， 我 们 称 D? 为 定义 域 块 ( 父 块 ). 注 
意 到 {D8} 的 内 部 可 能 相交 ， 甚 至 对 于 1 关 tz，D? 与 D9, 可 能 相 
同 . 
浊 于 t 王 35 和 
R= {5A C Re}, De= {(i,))|As C DP}, 
则 Q(M,N) = Ut Ri 且 {Re} 互 不 相交 . 


对 于 上 = 1,2,...,k， 设 9: f(Di) 一 下 (Ri) 是 一 个 压缩 映 
射 ， 即 30 < se < 1, 使 得 vf,g Ee 下 (Di)， 有 


doo ($e(f), $e(9)) < sido(f,9). 
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我 们 可 由 {8} 人 1 定义 一 个 ((M,NN); doo) 上 的 映射 $B: Vf < 
fF(M,N), 令 


B67) = beflp)(ij), (7) ER (4.4.2) 


其 中 flp, 表示 函数 f 在 Di 上 的 限制 ， 即 flp, 是 从 Di 到 取 的 
函数 ， 且 对 于 任意 xe Di， 有 flp,(x) = f(x). 我 们 记 4 = 
UE ¢. 

注意 到 对 于 任意 ,ge (M,N)， 有 


doo($(f), 8(9)) = sup {6(f)(i,7) — 9) | (i,7) € QAM, N)} 
= sup {|e(flp)(i,j) — $e(glp)(i, ND | (ij) € R, 
t=1,2,...,k} 
max {stdoo (flp,, glp)| t=1,2,.. ,kk} 
max {sidoo(f,9))| t=1,2,...,k} 


从 


从 


= Wag, st doe(f, 9). 


于 是 我 们 有 如 下 定理 : 

定理 4.5. 设 办: FLPDi) 一 (Rt) 为 压缩 映射 ， 压 缩 因 子 为 
[7 记 s = 起 二 st 全 令 j= Us 94 是 由 (4.4.2) 定 
义 的 映射 ， 则 8 是 完备 度量 空间 (FM NN); dw) 上 的 压缩 映射 ， 且 
其 压缩 因子 为 s. 口 


在 实用 中 ， 我 们 令 R, 为 具有 下 列 形 式 的 集合 : 


R= {ivittl,...,itt+re — 1} x {jtl,.. ,+r 1}. 
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因为 D? 的 长 和 宽 都 是 R? 的 两 倍 ， 所 以 存在 (i1,j/)， 使 得 
Drs {hts +2re—1}x {jt+l,.... N+2r — 1}. 


当 尼 和 Di 确定 时 ， 我 们 采用 如 下 形式 的 办: 
第 一 步 ， 对 于 任意 f € 下 (D1)， 我 们 定义 p(f) E (Ri) 为 


GD = I++ +) 
+f(i +17+1)], (ij)eR, (4.4.3) 


其 中 (7) = (i+2(i 一 记 ), 放 +20 一 训 ). 

第 二 步 ， 将 p(/) 按照 8§443 的 八 种 方法 之 一 变换 成 一 个 新 的 函 
数 Li(f)， 称 哆 为 函数 了 的 空间 变换 ， 例 如 ， 对 于 以 中 心 重 直线 为 
机 翻转 的 变换 ， 


UA D7) = pr 1 i) +in)); 
对 于 以 第 一 对 角 线 为 轴 翻 转 的 变换 ， 
UAf)Ni 2) = pf)it + (7 = jj t+ (i i)). 
第 三 步 ， 通过 一 个 压缩 映射 将 Ui(f) 变换 为 办 (月 ): 
由 (有 人 7 = siU(f) (iI) + ou (4.4.4) 


其 中 0 < st < 1，ot € 区 我们 称 9 为 灰 度 变换 ， 并 称 st 和 of 分 
别 为 灰 度 变换 的 对 比 度 和 亮度 . 
易 见 ， 对 任意 f,g &€ (D1)， 有 


doo(bi(f), G1(9)) < sdsc(f,g9). 
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于 是 当 De Re 和 9i 给 定之 后 ， 存 在 惟一 的 f e (M,N)， 使 得 
大 
UU #7)=7. 
t=1 


我 们 称 这 样 的 {FF(M,NN); Di, Re, Ge,t = 1,2,.….,k} 为 离散 局 部 
和 迭代 函数 系 (Discretely local iterated function systems， 简 记 为 
DLIFS). 

注意 到 平面 上 一 帧 分 辩 率 为 M x N 的 图 象 可 对 应 于 一 个 函数 
JE (M,N)， 所 以 我 们 可 以 利用 离散 局 部 迭代 函数 系 进行 图 象 压 
缩 . 其 编码 过 程 如 下 进行 . 对 于 给 定 的 灰 度 图 象 Fe 天 (M,N)， 
将 Q(M, N) 划分 为 车 干 子 块 {Ri} ， 对 每 个 子 块 R:， 寻 找 父 块 
Di € Q(M,N) 和 压缩 变换 9 : F(Di) 一 下 (Re)， 使 得 


belflD,) s HR 


其 中 近似 等 式 的 意思 是 指 ， 使 得 do(4i(jlp,), fla,) 尽 可 能 小 ， 从 
而 使 得 
f= LUdla)s oflp,) = $07). 
t=1 t=1 

由 于 9 是 完备 度量 空间 (下 (M,N); dw) 的 压缩 映射 ， 利 用 迭代 
法 ， 可 求 出 $ 的 吸引 子 ， 该 吸引 子 可 近似 视 作 原 来 的 图 象 . 

在 具体 执行 过 程 中 ， 当 R.,D, 及 相应 的 空间 变换 Ui 确定 时 ， 
灰 度 变换 中 的 s 和 o 可 用 最 小 二 乘法 确定 . 

设 子 块 Re 的 各 象 素 点 上 的 灰 度 值 分 别 是 ulaz,……，am (m 一 
72). 对 与 Re 匹配 的 父 块 Di 经 过 缩小 和 旋转 操作 后 ， 得 到 对 应 
各 象 素 点 上 的 灰 度 值 分 别 是 P,P2,… ,Bm (这 个 操作 对 应 于 把 
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f ef(Di) 变 为 UA(f)e (Ri). 令 
巨 三 Sg, +o 一 oj)2， (4.4.5) 
j=1 
称 万 为 匹配 范 数 . 为 了 使 匹配 范 数 最 小 ， 利 用 最 小 二 乘法 ， 求 互 
关于 s 和 o 的 偏 导 数 ， 并 令 其 为 零 ， 即 


on on 
三 0， Bo = 0. 
可 解 得 
mi ob; -Eo 关 b; 
I (4.4.6) 
mm) B? 下 人 5 
J=1 j=1 
o= 二 EB. 一 s》 (4.4.7) 
j=1 j=1 
它们 就 取 作 灰 度 变 换 中 的 s 和 o.. 


将 (4.4.6) 与 (4.4.7) 代入 (4.4.5) 可 得 匹配 范 数 


H= 二 be 一 5 (3 -2》 ai + 
j=1 j=1 j=1 I=1 


十 0 @ = :| .(4.4.8) 


§ 4.5 实例 


利用 $4.4 中 DLIFS 方法 ， 对 一 幅 320 x 320 象 素 的 汽车 图 象 
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( 灰 度 图 ) 进行 DLIFS 编码 . 

一 、 具 体 步 又 

1° 将 灰 度 图 分 割 成 20 x 20 幅 16 x 16 象 素 的 区 域 ， 作 为 父 块 
Di 的 选择 ， 将 灰 度 图 分 割 成 40 x 40 幅 8 x 8 象 素 的 区 域 作为 子 块 
R,. 

2° 对 于 每 个 Re 上 的 图 象 ， 从 20 x 20 个 父 块 中 寻找 合适 的 父 
块 D, 和 相应 的 变换 Ut， 对 比 度 因 子 st 及 亮度 of .具体 做 法 是 : 

(1) 按 (4.4.3) 式 的 方法 ， 将 D, 上 16 x 16 象 素 的 灰 度 图 四 点 平 
均 为 一 点 ， 转 换 成 RE 上 8 x 8 象 素 的 灰 度 图 . 

(2) 用 84.3 中 8 种 不 同 的 变换 方法 变换 平均 后 的 灰 度 图 ， 得 到 
8 幅 8 x8 象 素 的 灰 度 图 对 于 20 x 20 个 不 同 的 D, 上 的 图 象 ， 得 
到 20 x 20 x 8 种 不 同 的 8 x 8 象 素 的 灰 度 图 . 

(3) 选 定 某 子 块 RE， 设 Rs 为 各 象 素 点 的 灰 度 值 分 别 为 cd， 
a64， 又 设 父 块 经 平均 及 变换 后 的 8 x 8 象 素 的 灰 度 图 ， 对 应 的 灰 度 
值 为 Bi，,… ,Bea. 邻 


64 64 


64 
64》 a3; -> wy》 
| 


j=1 j=!l 


St 


计算 
i 64 64 64 
站 2 
#= [Ds De- op 


j=1 
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qq 一 一 


64 64 
+2ot》， 9) 十 ot (ee 一 2 
j=1 j=1 


对 每 一 个 忆 ,， 需 经 20X20X8 次 运算 ， 得 到 20x20x8 个 {st,ot, H} 
值 ， 找 出 其 中 使 采取 值 最 术 的 s 和 ot， 记录 st,ot 的 值 和 它 对 应 的 
父 块 D, 及 变换 Ul， 这 样 就 完成 了 对 子 块 Re 上 图 象 的 编码 ， 也 就 
得 到 了 变换 内 . 

(4 对 40 x 40 个 Ri 上 图 象 都 完成 编码 后 ， 将 其 依次 存 入 数据 
库 . 

3 解码 令 有 (i,j) 三 0,Vi,j. 令 4%= US， 求 


pfo), PO(fo)), 


直至 连续 两 幅 图 象 十 分 接近 ， 一 般 迭 代 7 8 次 就 可 以 了 . 


二 、 运 行 结果 
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第 五 章 ”分形 插值 


给 定 平面 上 一 组 点 列 {(7Zi,yi)} 儿 。， 求 一 多 项 式 p， 通 过 该 点 
列 ， 或 者 给 定 一 个 函数 f， 求 一 个 多 项 式 p， 使 在 给 定 的 {zij 刀 o 上 
插值 于 f(z)， 即 使 得 plzi) = f(zi) (0 < i < N)， 这 就 是 著名 的 拉 
格 朗 日 择 值 法 .插值 多 项 式 在 函数 逼近 论 、 数 值 分 析 的 研究 中 、 以 
及 在 数据 拟 合 的 应 用 中 ， 都 占有 重要 的 地 位 . 

样 条 函数 是 另 一 种 强 有 力 的 插值 工具 ， 它 具有 优良 的 逼近 性 质 
和 计算 的 稳定 性 ， 因 而 被 广泛 应 用 . 

设 To < zi<…<xzrN-lI<xzN 是 区 间 了 = [fzo,zw] 的 一 个 分 
划 ， 用 及 表示 次 数 不 超 过 上 的 多 项 式 全 体 . 定义 了 上 的 连续 函数 
S: 


S{7) =pi-i(7) E Pt, Ti-1 IE Zi, 
Pi-1(2i-1) = -1, i=1,2,...,N. 
Pi-i(zi) = Ys, 


显然 5S 是 一 个 分 段 为 上 次 多 项 式 的 连续 函数 ， 它 通过 给 定点 列 
{(zi,4i)} 信 o，S 就 是 一 个 上 次 多 项 式样 条 
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现在 将 上 述 的 S 用 另 一 种 方式 来 表述 . 记 五 = [zi zj， 令 


Ti— Tl 
Lil7)= ri-1+ 一 一 一 一 (7 一 Z0)， 
2N 一 工 0 


显然 志 :1 一 i. 又 记 


Li(7) 
wi Pe 
( y ) ( pi-i(Li(7)) ) 


由 {wi} 构成 一 个 迭代 函数 系 ， 若 记 5 的 图 象 为 G = {(z, S(1)|z e 
站 }， 容 易 验证 G 将 是 {wi} 的 一 个 不 变 集 ， 即 G = UY wi(G). 
如 果 将 上 面 的 w 推广 至 一 般 的 形式 : 


3 Li(x) 
wi = ,i=1,2,...,N. 
( y | ( Fi(zx,y) ) 


那么 这 种 类 型 的 迭代 函数 系 可 产生 本 章 将 阅 述 的 对 象 一 一 分 形 插值 
函数 (Fractal interpolation functions， 简 记 为 FIF). 因此 可 以 说 ， 
分 形 插值 冰 数 是 样 条 函数 的 一 种 推广 . 

分 形 插值 晒 数 首先 是 由 Barnsley 于 1986 年 在 论文 Fractal 
functions and interpolation 中 提出 的 ， 它 为 数据 拟 合 提供 了 一 种 新 
的 途径 . 多项式 插值 函数 及 样 条 函数 的 图 象 都 是 1 维 的 光滑 曲线 ， 
用 它们 来 拟 合 光滑 曲线 是 很 合适 的 ， 但 如 用 它们 来 近似 描述 震荡 剧 
烈 的 曲线 ， 例 如 海岸 线 等 ， 就 不 是 很 理想 的 工具 了 .而 分 形 插值 函 
数 有 很 强 的 灵活 性 ， 只 要 适当 调整 它 的 参数 ， 所 生成 曲线 的 维 数 可 
以 介 于 1 到 2 之 间 的 任意 值 . 为 此 分 形 插值 函数 不 仅 可 用 来 拟 合 光 
滑 的 曲线 ， 而 且 更 是 在 不 光滑 曲线 的 拟 合 中 显示 其 独特 的 优越 性 . 

分 形 插值 为 函数 逼近 论 开 辟 了 罗 新 的 研究 领域 ， 又 为 计算 机 图 
形 学 提供 了 有 力 的 工具 . 分 形 插值 函数 虽 只 有 20 年 的 历史 ， 但 内 
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容 已 经 很 丰富 ， 本 书 不 可 能 包罗 万 象 、 涉 及 各 个 方面 ， 例 如 二 元 分 
形 插值 问题 就 未 提 到 . 还 有 一 些 内 容 比较 艰深 ， 超出 了 本 书 的 范 
围 . 例如 关于 它 的 盒 维 数 公式 的 严格 证 明 ， 本 书 仅 涉及 到 自 仿 射 分 
形 插值 函数 的 一 种 简单 情形 . 
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给 定 闭 区 闻 工 = [a,9j. 令 a=xro<xz<:…<:w=b 是 了 
的 一 个 分 划 ， 其 中 六 > 2. 令 yo,g yn 是 任意 一 组 实数 . 记 
K=IxR. 

记 五 = zi] i 二 1,2,...,N. 令 L; 是 1 一 1 的 一 个 压缩 
同 胚 ， 满 足 条 件 


Di(zo) = zi-l， Li(rN)= i, (5.1.1) 
并 且 对 某 个 0< li <1， 有 
ILi(w) — Ei(wu2)) < ti: ha — uol, Van,u2 EL. (5.1.2) 


令 是 K 一 民 的 连续 函数 ， 满 足 条 件 


Fi(z0,y0) = yi-1. Fi(ZN,YN) = y,. (5.1.3) 
并 且 对 某 个 0< g: < 1， 有 
[Fi(u mm) — Flu vo)| < gi lu — wo), vue l,w.v eR. (5.1.4) 


定义 映射 :天 一 天: 
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则 {K;wi,i = 12.…，NV} 构成 一 个 迭代 函数 系 . 

定理 5.1. 存在 1 上 的 连续 函数 J， 使 得 f 的 图 象 G = Graph(f) 
= {(z,j(z)jlz e 1} 是 迭代 画 数 系 {K;wi,i = 1,2,...,N} 的 不 变 
集 ， 即 G 二 Uwi(G)， 并 且 f(zi) = yi，i= 1,2,...,N， 我们 称 
这 样 的 了 是 对 应 于 {K;wi,i = 1,2,...， NN} 的 分 形 插值 函数 (Fractal 
interpolation function， 简 称 FIF). 

证 明 用 C(7) 表示 工 上 所 有 连续 函数 所 组 成 的 集合 . 任 
取 9 < CD)， 令 gl = maxflg(zjllz es 刀 表 示 9 的 范 数 ， 则 
(C(Di|loo) 构成 一 个 完备 度量 空间 . 令 Co(T) = {oe C(D)lg(zo) = 
Wo 且 g(zN) = yn}， 显然 Co(7) 是 C(T) 的 一 个 闭 子 空间 ， 从 而 
(Co(D)il' lo) 也 是 完备 度量 空间 .定义 Co(T) 到 Co(7) 的 映射 工 : 


(Tog)(z) = Fi(L7 (7),g(L7!(z)))， 如 果 z € 


记 g= max {qi}, 对 Ygi,g92 € Co(1)， 由 (5.1.4)， 


l&igN 
[To Tele = ,me {F(T (0), gL7 (0))) 
— Fi(L7Y (zr), ga(L7 (2)))| zr € 1} 
< ma {glg(L7 (7) ~ go(L7 (2)l|z € 1} 
< 9.9 一 9z|. 


因此 了 是 (Co(D);| |) 上 的 压缩 映射 由 Banach 不 动 点 原理 知 ， 
存在 惟一 的 fe Co(7) 满足 Tf = f， 即 


及 (CE (2), f(L7! (7))) = f(z), 如 果 z € (5.1.6) 
现在 令 G = Graph(f) = {(z, f(z))|z e 了} 表示 f 的 图 象 ， 由 
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(5.1.5) 和 (5.1.6) 可 得 
N N 
UG) = UY{Li(D), Filz, f(z))|z ED} 
i=1 


i=1 


{(z, Fi(L7 (7), f(L7 (7))) lz € 1} 


Hl 
Cz 


1 


i 


Hl 
Cx 


{(z, f(z)lr El}=G. 


1 


i 


所 以 G 是 {K;wi,i = 1,2,...,N} 的 不 变 集 . 


由 了 e Co(1), 可 知 f(z0) = yo, f(zN) = ynN. 当 ie {1,2,..., 
N 一 1} 时 ， 由 (5.1.6) 和 (5.1.3)， 


f(zi) = Fi(L7 (zi), f(L7 (zi))) 


= F(ZN, f(TN)) = Fi(ZN,YN) = Yi. 


注意 迭代 函数 系 (5.1.5) 不 一 定 是 双 曲 的 ， 因 此 第 三 章 中 有 关 双 
曲 迭 代 函 数 系 的 结论 不 能 直接 应 用 . 定理 5.1 是 用 了 特殊 的 方法 证 
明了 其 不 变 集 的 存在 性 . 同样 不 变 集 的 惟一 性 、 用 和 迭代 法 求 不 变 集 
的 可 行 性 也 需要 另 加 证 明 ， 下 面 就 来 讨论 这 个 问题 . 

首先 引入 著 干 记号 ， 类 似 于 第 三 章 8 2 中 的 讨论 . 

Tt(T): 表示 由 了 中 的 非 空 紧 子 集 组 成 的 集合 ， 其 中 工 = [a, 冲 

XH(K): 表示 由 天 中 的 非 空 紧 子 集 组 成 的 集合 ， 其 中 天 = 
T x RR. 
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定义 变换 w: Ht( 天 ) 一 (KK) 如下: 
部 
w(A)= 4) AeNHA) (5.1.7) 


i=l 


定义 变换 二 : (7) 一 HOT) 如 下 : 
N 
L(B)=(JLi(B). Ben() (5.1.8) 
is} 


变换 w 和 工 就 是 (3.3.2) 中 的 Hutchinson 算 子 . 

因为 L; 是 1 上 的 压缩 映射 ， 由 定理 3.7 知 ，L 是 完备 度量 空间 
(1X(D);h) 上 的 压缩 映射 ， 压 缩 因子 是 max {1;} < 1. 容易 验证 了 
就 是 它 的 吸引 子 . 

定理 5.2. 设 了 是 对 应 于 选 代 函 数 系 {K;wi, i = 1,2,...、 入} 的 
分 形 插值 函数 ，G = Graph(f)， 则 对 于 任意 AE H(K)， 有 

im h(w"(A}).G)=0. (5.1.9) 

从 而 分 形 插值 函数 是 惟一 的 . 

证 明 ” 任 取 AeXH(K), 今 4Ax 表示 4 在 z 轴 上 的 投影 集 ， 即 

4x = {z| 存 在 ! 使 得 (z,y) s 4}， 

则 4x e KH(D). 令 T = {lz,Fz)lre L"(Ax)},n > 1 由 定理 
3.8， 有 lim h(L"(Ax), 了 =0， 因 而 当 n 充 分 大 时 ，h(L"(Ax),7) 
将 充分 小 .又 连续 函数 f 在 闭 区 间 ! 上 是 一 致 连续 的 ， 所 以 当 n 充 
分 大 时 ，h(T。,G) 也 将 充分 小 ， 于 是 lim AT,G) = 0. 

令 


tn = sup {d((z, f(z)), (x,W))| (ry) Ew"(A4)}, 
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其 中 df.,) 表示 R? 中 的 欧 氏 距离 。 由 定理 3.3 可 知 ,，h(Tn,w"(A4)) < 
tn. 当 n > 1 时 , 任 取 (zx,y) e w"(4)， 必 存在 (7*,y*) € wn-1(4) 
以 及 ie {1,2,...， NN}， 使 得 


(7,9) = (Li(7°), Fi(z*,y")). 


令 g= P(E}. 由 (5.1.6)， 


d((z, f(7)), (x,9)) = d((Li(2°), F(x", f(7°))), (Li(z”), Fi(x",y"))) 
= |Fi(z°, f(7°)) ~ Fi(z*,y")| 
< qlf(z)-—vy"| 
= gd((z", f(7")), (zr",y")) 
< qtn-i, 
所 以 th < gtn-i. 因为 0<g<1， 所 以 lim tn = 0. 于 是 
Wim h(Ti, "(A)) =0. 
由 Hausdor 企 度量 的 三 角形 不 等 式 , h(G,w"(A4)) < h(Tn,G) 二 
A(Tn,w"(4))， 于 是 根据 上 面 讨 论 ， 可 知 (5.1.9) 成 立 . 
现在 假设 户 和 f2 都 是 对 应 于 迭代 函数 系 {K:wi,i= 1,2,...,N} 
的 分 形 插值 函数 . 令 G1 = Graph(f1),， G2 = Graph(f2)， 则 
Ww(G1) = G1， 从 而 对 任意 n E N,，w"(G1) = Gi. 又 由 (5.1.9)， 
,lim h(w"(G1),G2) =0. 
所 以 lim h(G1,G2)=0, 于 是 G1 = G2， 因此 所 = 户 . 口 


特别 当 Li(z) 和 F(z,y) 都 取 为 线性 函数 时 ，(5.1.5) 可 写成 如 
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I ai 0 工 ei 
wi = + WE 
(7) ( i (0 
(5.1.10) 
这 时 有 Zi(z) = aiz +ei， 忆 (ZT,y) = cif 十 diy 十 有， 由 条 件 (5.1.2) 
和 (5.1.4) 可 知 
0<lal<1, lal<1. (5.1.11) 


又 由 


Pai(zo) = Zi-1, Li(ZN) = Ti Fi(zo, Yo) = Yi-1, Pi(ZN,YN) = Yi, 


可 得 方程 组 
QiT0 十 ei = Ti-1, 
aiZN + ei = Ti, 
Gizo + diyo + fi = Yi-1, 
CiTN + diyN + fi = Yi: 
解 此 方程 组 ， 得 到 


Qi = (Ti — Zi-1)/(TN 一 zo)， 
6i = (TNTi-1 一 Zozi)/(zN 一 z0)， 
Ci= (Yi — Yi-1)/(ZN — 0) — di(yn 一 Wo)/(zw 一 zo)， 


fi= (TNYi-1 — ToYi)/(ZN 一 70) — di(TNYo — ToyN)/(ZN — zo0). 
(5.1.12) 


由 (5.1.11) 式 可 知 8 3.4 中 推论 3.2 的 条 件 满足 ， 因 此 {wi} 都 
是 压缩 仿 射 变换 ， 于 是 {K;wi, i = 1 2,……N} 构成 一 个 双 曲 迭代 
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函数 系 . 由 该 迭代 函数 系 所 确定 的 分 形 插值 函数 ， 我 们 将 称 它 为 自 
仿 射 分 形 插值 函数 . 

例 5.1. 令 T = [0,1], 取 N = 3,(zo,yo) = (0,0),(z1,1) = 
(1/3, 1), (z2,y2) = (2/3,1),(za,ya) = (1,0), 并 取 di = d2 = ds = 
1/3. 由 (5.1.12)， 可 得 对 应 的 迭代 函数 系 为 : 


Ra 
Js 
Ed 


采用 随机 算法 求 {wi,wz,wa} 的 吸引 子 ， 就 可 得 到 该 自 仿 射 分 形 插 
值 函数 的 图 象 ( 见 图 5.1). 


也 3 
we ,Ei Ee 
Bb BS eS 8 
Saat Maps 

Hl 外 


图 5.1 d = 中 =d=1/3 的 一 个 自 仿 射 分 形 插值 函数 
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Yo 


To 


5.2 纵向 尺度 因子 di 


现在 回 到 (5.1.12) 式 ， 我 们 注意 到 每 个 变换 w 的 表达 式 中 ， 
都 尚 有 一 个 自由 变量 di:， 由 (5.1.11) 知 ， 它 应 满足 条 件 0 < |di| < 
1. di 通常 称 为 纵向 尺度 因子 ， 它 的 几何 意义 见 图 5.2. 

对 于 平面 上 同一 组 插值 节点 {(xi,y;)} 六 。， 取 不 同 的 纵向 尺度 
因子 {di}， 可 得 到 不 同 的 分 形 插值 曲线 . 当 所 有 的 di 都 取 值 为 零 
时 ， 分 形 插值 曲线 就 是 顺 次 连接 插值 点 列 的 折线 . 随 着 d; 的 变化 ， 
曲线 也 随 之 变化 ， 甚 至 变 成 一 条 振荡 剧烈 的 复杂 曲线 . 

纵向 尺度 因子 |di| < 1 的 条 件 是 很 关键 的 ， 如 果 这 个 条 件 不 满 
足 ， 定 理 5.1 就 不 一 定 成 立 . 下 面 举 个 例子 来 说 明 . 

例 5.2. 取 平 面 点 集 {(0,0),(1/2,1),(1,0)}， di = 1, d = 
1/2， 利 用 (5.1.12) 计算 ， 可 得 


， 并 | 1/2 0 工 
y 二 sj) 
区 册 加 (2 
wz = 十 
y -1 1/2 y 1 
我 们 断言 ， 此 时 不 存在 过 该 平面 点 集 的 连续 函数 f， 使 得 
G = Graph(f) 满足 G = wi(G)Uw2(G). 


我 们 用 反 证 法 证 明 . 假定 存在 这 样 的 连续 函数 /， 使 得 它 的 图 
象 是 选 代 函 数 系 {1,w2} 的 不 变 集 ， 这 时 有 


r \) /uo > \_{ x2 小 
2 四 大作 ya z+ fa) 


(5.1.13) 


由 插值 条 件 知 f(1/2) = 1， 在 (5.1.13) 中 令 7 = 1/2， 可 
得 1(1/22) = 1/2+f(1/2) = 1 + 1/2， 由 归纳 法 可 知 


1 己 1 

1 (去 ) be 
国 为/ 在 0 本 上 连续 ， 所 以 10) = ui f0/2) = Dot2 
2， 但 / 是 过 插值 点 集 的 ， 应 该 有 /(0) = 0， 秆 盾 - 
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令 f 是 由 迭代 函数 系 (5.1.10) 


(if le Pn 
wi = 
y ci di y 所 
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确定 的 自 仿 射 分 形 插值 函数 ，G = Graph(f). 记 s = dims(G). 我 
们 将 证 明 ， 如 果 


N 
5 ldil >1 并 且 {(zi,4y)li=0,1,…., 入 } 不 共 线 ， (5.2.2) 


这 1 


那么 G 的 盒 维 数 * 由 下 式 确定 : 
N 
Dlail: ol=1. (5.2.3) 
i=1 


评注 5.1. 记 h(d) = 入]di|ai4-!1， 显然 h(d) 关于 dd 严格 递 
减 ， lim h(d) = +oo， 并 且 h(2) < 并 ai = 1， 所 以 存在 惟一 
的 sE(-o0,2) 使 得 h(s) = 1 此外， 当 人 |di| > 1 时 ，s > 1， 
此 时 (5.2.3) 的 解 se (1,2). 


下 面 我 们 将 证 明 (5.2.3) 式 成 立 ， 由 于 证 明 过 程 相当 复杂 ， 因 此 
有 些 证 明 从 赂 了 ， 有 兴趣 的 读者 可 参阅 文献 [6] . 

对 于 任意 给 定 的 p,q & 民 ， 我 们 称 [p,p 十 6] x [9,9 十 引 为 一 个 < 
正方 形 . 设 更 是 G 的 一 个 覆盖 ， 如 果 更 的 元 素 都 是 < 正方形， 则 
称 瑟 是 G 的 一 个 = 正方形 覆盖 . 用 #E 表示 更 中 的 元 素 个 数 ， 记 
Ne) = min{#@| 更 是 G 的 一 个 < 正方形 覆盖 }. 由 8 2.4 中 盒 维 数 
的 定义 ， 可 知 


dimg G = lim logNG)， 
< 一 0 一 loge 


(如 果 这 个 极限 存在 ). 


对 于 自 仿 射 分 形 插值 函数 的 盒 维 数 ，N(e) 不 容易 估计 ， 因 此 
我 们 需要 引入 一 种 新 的 覆盖 . 
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对 于 任意 给 定 的 p,q e 及 以 及 ”< N， 我 们 称 和 矩形 R = 
[p,p+e] x [g,q+ns] 为 一 个 e 柱 , 称 n 为 RR 中 的 e 正 方形 个 数 ， 记 
为 n(R,e). 给 定 两 个 < 柱 Ri,R2, 如果 Ri = [pi,pi +e] x [qi,gi++ 
mie]，i = 1,2， 则 我 们 称 lp 一 pz| 为 Ri 和 Ro 之 间 的 模 向 距离 . 

设 亚 = {Ri, R2,.…, Ri} 是 G 的 一 个 覆盖 ， 如 果 所 有 的 忆 都 
是 < 柱 ， 并 且 任意 两 个 < 柱 之 间 的 横向 距离 大 于 /2， 那 么 称 亚 是 
G 的 一 个 。 柱 覆盖 ， 并 以 n( 更 ,e) = 并 ;-in(Ri,s) 表示 亚 中 不 同 = 
柱 所 含有 的 < 正方 形 个 数 的 总 和 . 令 N*(e) = minfn( 亚 ,s)| 亚 是 G 
的 一 个 。 柱 覆盖 } .下 面 的 引 理 说 明了 AV*(e) 与 N(e) 的 关系 : 

引 理 5.1. 对 任意 0<e<zNn 一 To， 有 N(e) < N'*(e) < 
2N(e). 


证 明 ”由 。 柱 覆盖 的 定义 , 车 业 = {Ro,Rz,…, RE} 是 G 的 
一 个 。 柱 履 盖 ， 则 存在 n(Ri,e) 个 正方 形 覆 盖 Ri:， 从 而 存在 
n( 业 ,6) = DDi_1n(Ri,e) 个 。 正 方形 覆盖 G, 于 是 N(e) < N*(e). 

为 证 另 一 半 不 等 式 ， 我 们 需 引 入 另 一 类 覆盖 : 设 亚 为 G 的 一 
个 覆盖 ， 如 果 亚 的 元 素 都 是 形 如 [ke + zo, (上 十 1)e + zol x [y,y+a] 
的 正方 形 ， 其 中 上 E {0,1,.….,[(zn 一 Z0)/e]}，y E 民 ， 并且 严 中 的 
任意 两 个 正方 形 的 内 部 相交 为 空 ， 则 称 亚 为 G 的 一 个 非 重 琶 = 正 
方形 覆盖 . 定义 N**(e) = min{# 亚 | 亚 是 G 的 一 个 非 重 本 < 正方 形 
覆盖 }. 

显然 ，N**(e) < 2N(e). 如 果 亚 是 G 的 一 个 非 重合 < 正方形 
覆盖 并 且 # 亚 = N**(e)， 由 于 G 是 连续 函数 的 图 象 ， 所 以 对 于 
任 给 的 上 Ee {0,1,.….,[(zw -zo)/el}j,， 亚 中 所 有 形 如 [ke + zo, (十 
J)e+zo]l x ly,y 十 6] 的 正方 形 的 并 集 一 定 是 一 个 = 柱 ， 记 为 Re. 于 
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是 {Ri, Ra ， Re-}， 其 中 心 = [(zx - zoj/sl， 构 成 C 的 一 个 < 柱 
覆盖 ， 从 而 AN"(e) < NM (ce) 和 2N(e). OD 


令 Gi=w(G). 记 Nz(e) = min{n( 科 ,Ee)| 于 是 Gi 的 一 个 。 柱 
覆盖 } ， 那 么 直观 地 ， 江 站 VY (e) = AM"(e)， 更 精确 地 ， 我 们 有 下 
面 的 引 理 : 

引 理 5.2. 存在 常数 n,C > 0， 使 得 对 任意 0 < = < Din {Ti 一 
zi-1}， 有 

SN 一 = 2<N'( (e) < DT 加 + 
i=1 i=1 
证 明 赂 . 口 


2 人 ， 我 们 将 建立 递 推 关系 ( 见 


接 下 来 ， 为 了 估计 lim 一 一 
(5.2.4) 和 (5.2.5)). 

我 们 首先 考察 G 的 e/a; 柱 覆 盖 和 G; 的 < 柱 覆 盖 之 间 的 联系 . 
设 亚 = {Ri,.…, Re} 是 G 的 一 个 e/ai; 柱 覆盖 ,并 使 得 n(V,e/ai) = 
Ne/aj， 则 {wi(R1),…,wi(R1)} 覆盖 G;. 注意 到 对 任意 的 1 < 
J 和 twi( 局 )) 是 平行 四 边 形 ， 我 们 对 这 些 集 合 进行 适当 放大 ， 就 可 
以 使 它们 成 为 w(G) 的 < 柱 覆 盖 {R Ri}. 设 Ri 由 nj 个 ef/ai 
正方 形 组 成 ， 注 意 到 由 图 5.3，R; 约 由 


罗拉- 区 | 


个 正方 形 组 成 ， 精 确 地 ， 可 证 存在 常数 7; > 0， 使 得 
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图 5.3 映射 i 的 示意 图 
于 是 由 引 理 5.2， 存 在 常数 2 > 0， 使 得 


Coldil vy. 
Ne) < DM +t < HN(e/a) +h/e. (5.2.4) 
iml ” 


i=1 


类 似 地 ( 见 图 5.4)， 可 以 证 明 存在 常数 9; > 0， 使 得 
人 (E) > we/ 一 a, 
从 而 存在 常数 Bl > 0， 使 得 
N N 
MO > DMN) - 1> = lye(e/a) Pr/ (5.25) 
在 证 明 维 数 定理 之 前 ， 我 们 还 需要 下 面 的 引 理 . 
引 理 5.3. 如 果 条 件 (5.2.2) 成 立 ,那么 lim eN*(e) = oo- 


简要 证 明 ”以 y = g(7) 表示 过 (zo,yo) 与 (rw,yw) 的 线性 函 
数 . 因为 {(zi,yi)|i = 0,1,.…, NN} 不 共 线 ， 所 以 存在 !e {1,2,.…， 
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Fe 上 后 


图 5.4 映射 m7! 的 示意 图 


入 一 1}, 使 得 (zi,y) 不 在 由 (zo,yo) 与 (zw,yN) 确定 的 直线 上 ,于 
是 V=|y-g(zn)| > 0， 

令 6 = Dy{T: 一 Zi-1}. 通过 递 推 ， 我 们 可 以 证 明 ， 对 于 任 
意 keEN, 当 0<e<6t* 时 ， 有 


tf 过 “vy 
N'(e)> 2 位 加 Es 


因为 学 全 |di| > 1， 所 以 引 理 成 立 . 口 


现在 我 们 给 出 自 仿 射 分 形 插值 函数 的 盒 维 数 公 式 的 证 明 . 

定理 5.3. 今 f 是 由 和 迭代 函数 系 (5.1.10) 确定 的 自 仿 射 分 形 插 
值 函 数 . 记 G = Graph(f)， 如 果 |di| > 1 并 且 {(zi,yi)|i = 
0,1,...,NV} 不 共 线 ， 那 么 dimB(G) 就 是 满足 于 六 |di|-ai'-!1 二 1 
的 惟一 解 s; 不 然 ，dimp(G) = 1. 
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证 明 ”情形 1. 如 果 条 件 (5.2.2) 满足 .由 本 节 开 头 部 分 的 讨 
论 知 ， 方 程 (5.2.3) 的 解 s 一 定 满足 se (1,2). 
设 9,, 62 为 对 应 于 (5.2.5) 式 和 (5.2.4) 式 的 常数 . 令 


2= {0 7= Bed} 7= Sa 


那么 由 条 件 (5.2.2)， 可 知 Y > 1， 从 而 由 引 理 5.3， 我 们 可 以 选取 充 
分 小 的 eo > 0， 使 得 对 任意 0 < = 和 eo/a， 有 


N'(e)> (党 B 可 jc 


选取 充分 小 的 k > 0 使 得 so-* < (B1/(Y - 1))so-1， 又 选取 
充分 大 的 ko 使 得 对 任意 so < e < eo/a, 有 


NM el+k2e™?. 
令 
ble,k1) = 汉 下 十 fac-*， $le,k2) = Bl ze， 
并 简 记 为 we) 和 4%(e)， 那 么 对 so < a < co/a， 有 
ble) < N'(e) < de). (5.2.6) 


如 果 5eo < ce < co， 那么 e < e/a; < co/a， 因 此 


mo<P aw (E 有 < 人 3 & Ae) 


el 


同 理 对 任意 aco <s < eo, 都 有 NN*(e) > 9$(e). 
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假设 (5.2.6) 对 任意 "eo < 。< so 成 立 ， 那 么 同上 讨论 ， 可 证 
(5.2.6) 对 所 有 "tieo < = < so 也 成 立 . 由 归纳 法 ，(5.2.6) 对 所 有 
0<s 和 so 成 立 . 


于 是 由 s > 1， 得 到 
lim EN (©) jn JES -jin log%e) _ 
< 一 0 一 loge bed —logs :一 0 —loge 


从 而 dimp(G) = s. 
情形 2. y= 学 人 ldi| < 1， 则 s < 1. 如 同情 形 1 一样， 我 
们 可 证 明 存在 eo > 0 和 k2 > 0， 使 得 对 任意 0 < s < co， 有 


N'(e) < (Ba/(1 ~— 7))e + 人 ze. 


于 是 由 s <1 和 [Po/(1 一 y) > 0， 可 得 
PE 


dima(G) = I ee 
又 G 是 [zo0,zr] 上 的 连续 函数 的 图 象 ， 所 以 dims(G) > 1， 从 而 
dime(C) = 1. 
情形 3. 7=T dl=1, 则 s=1. 令 
ze {2 1logs， 名 
es (六 ET E 四 
如 同情 形 1 和 情形 2， 可 选取 > 0 使 得 对 0 < = < zw - zo 都 有 
NV(e) < 5(e)， 于 是 可 得 dima(C) -1. 
情形 4， {(zi,4)} 信 6 共 线 . 此 时 G 是 一 条 线段 ， 所 以 我 们 
有 dims(C) = 1. 


由 定理 5.3， 我 们 可 以 立刻 得 到 下 面 的 推论 . 
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推论 5.1. 若 仿 射 分 形 插值 函数 系 (5.2.1) 是 等 距 分 割 ， 即 对 
Vi，ui = 1/N， 如 果 

N 

Djldl >1 并 且 {(zi.yi)|i=0,1,.... 入 } 不 共 线 ， (5.2.7) 


i=1 
那么 对 应 的 分 形 插值 函数 图 象 的 鳄 维 数 s 由 下 式 确定 ; 
_ 1 og ld 
s=1+ i (5.2.8) 
否则 s = 1. 
又 若 进一步 假定 对 Wi， = d 并 且 条 件 (5.2.7) 满足 ， 则 有 
log ldl 


s=2 
; logN 


(5.2.9) 


评注 5.2. 从 (5.2.9) 看 出 ， 当 d 从 1/N 逐渐 递增 到 1 时 ， 其 
对 应 的 分 形 插值 函数 的 盒 维 数 将 从 1 逐渐 递增 到 2， 同 时 我 们 注意 
到 ， 对 于 这 一 类 分 形 插值 函数 ， 它 们 的 盒 维 数 与 y; 的 取 值 无 关 ( 除 
非 是 {(zi, i)} 共 线 )， 完 全 由 纵向 尺度 因子 决定 . 


例 5.3. 在 例 5.1 中 , di = dz=ds=1/3， 从 而 di 十 dz 十 ds = 
1， 因 此 它 的 盒 维 数 为 1、 在 8$5.3 中 将 看 到 ， 该 分 形 插值 函数 属于 
Lipv (vv € (0, 1)). 
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在 § 5.1 中 我 们 证 明了 分 形 插值 函数 是 连续 函数 ， 本 节 将 进 一 
步 讨论 它 的 结构 性 质 ， 就 是 所 谓 的 光滑 性 ， 为 此 我 们 需要 引入 函数 
的 “连续 模 ” 概 念 . 
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定义 5.1. 设 函 数 定义 在 区 间 [a, 避 上 ， 称 数 


w(f,6)= sup |f(z)— f(y 56>0 (5.3.1) 
zx,yEla,bd] 
lz—ylgé 
为 函数 /的 连续 模 . 
粗略 地 说 ， 连 续 模 表明 了 ， 当 自 变量 的 两 个 值 相 差 不 大 于 5 
时 ， 函 数 的 两 个 值 彼此 间 究 竟 能 相差 多 少 . 直观 地 说 ，w(/, 5) 的 值 
越 小 ， 函 数 将 越 平滑 . 
在 8 2.2 中 我 们 曾 引入 了 H6lder 条 件 : 若 存在 常数 c > 0 和 
a > 0， 使 得 


If(z) — FW < clz ~ yl vz,y € [a,b), 


则 称 f 满足 H6lder 条 件 ，a 称 为 H6lder 指数 ， 并 写成 f € Lip。a. 
对 于 系数 无 关 紧要 的 情形 ， 可 使 用 较 简单 的 记号 : fs Lipa. 也 
就 是 说 ，Lip a = UU.、o Lipca. 

因为 当 a > 1 时，f 只 能 是 常数 ， 因 此 我 们 只 考虑 we (0,1] 的 
情形 ， 显然 车 a < 6， 则 Lipa 2 Lip 8. 粗略 地 说 ， 满 足 具 有 较 大 
的 Hilder 指数 的 那些 函数 比 满足 较 小 指数 的 函数 要 “好 一 些 ”， 
其 中 “最 好 的 ”函数 是 Lip 1 中 的 函数 . 

容易 看 出 ， 若 / e Lipea, 则 有 w(f,5) < c6*， 反 过 来 也 成 
立 . 也 就 是 说 关系 式 


feLipea 与 w(f,6) < cb° 


是 完全 等 价 的 . 
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下 面 我 们 将 研究 一 类 分 形 插值 函数 的 连续 模 . 不 失 一 般 性 ， 我 
们 可 取 闭 区 间 了 上 = [0,1, 0=zo<z<.…<zN=1， 令 
Di(z) = Ti-l 十 (zi 一 Zi-1)z， 
Fi(7,y) = diy + qi(z)， 
其 中 0 < |di| < 1，gi(z) e Lipai, 0 < ai < 1，F(z,y) 满足 条 件 
(5.1.3) 和 (5.1.4). 用 f(z) 表示 由 该 迭代 函数 系 确定 的 分 形 插值 函 
数 . 
记 天 = [zi-1, 蔬 ,那么 有 工 :(1) = 五. 用 | 表示 区 间 无 的 长 
度 ， 此 时 
Li(T) = Li(0) + |1i| -I. 
用 ,72,.…. ,rm,… 表示 一 个 自然 数 序 列 ， 且 1< 7 < N, Vi. 定 
义 


rom 人 (人 = Lr (Lr -rari( 门 ) = Lr,, (0)+ Hr Lr .rar (1). 
(5.3.3) 
将 Ln.…rzr,(7) 简单 记 为 全 .…r, ， 这 样 (5.3.3) 可 以 改写 为 


| (5.3.4) 
由 (5.3.4) 归纳 可 知 
Nirman = nd sl) (5.3.5) 
引 理 5.4. 设 了 是 由 (5.3.2) 确定 的 分 形 插值 函数 ， 记 


人 [ f(z) dz. 


rm rar 
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则 对 于 任意 的 1<t<m， 有 
| (eol Gre (Y) dy 
TR=1 "Tar 


k=t j=k+1 


+ Ll,l: da,) f(y) dy, (5.3.6) 


这 里 规定 们 "1(") 三 1， 并且 规定 当天 = 工时， rans = [0, 1]. 


mt+l 
证 阴 ”由 (5.3.3) 式 ， 
Son/ f(r) dr. 
Uy A 


作 变 量 替换 ， 令 y= (z - L,,,(0))/|1,,|， 那 么 有 
Srari = rw wy) fd 
y / f(D (0O) + Nd) sl dy 
si 人 J(Lra (ly) dy. 
由 (5.1.6) 式 , 有 
dif (Li 1(z)) + gi(L7 (2) = f(r), x € Li, 


于 是 可 得 
dif(z) + gi(7z)= f(Li(7)), rel. (5.3.7) 


将 (5.3.7) 代入 上 述 积分 式 子 ， 有 


Sn = elf gr (YW) dy 
I 1 ers 


Fl f(y) dy. 


Tm lr 
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由 归纳 可 得 
Ca gre ly) dy 
站 a ey 
+ la dr ns sd de, a /Way 
= I olf OD 
k=t j=k+1 
+ J a,) )/ f(y) dy. 
j=t re rr 
口 
定义 5.2. 定义 C(1) 上 的 算 子 
A Sn 
PhD OD rr) 


ri rm =1 Taril 


1 二 下 rr 
Xrmran (7) = 
0, ， 


这 里 产 。rar 是 一 左 闭 右 开 的 区 间 ， 它 是 将 闭 区 间 国 。 .rr 的 右 
端点 除去 后 余下 的 部 分 ， 但 规定 FvNw_N = INN.N. 

引 理 5.5. 若 f EC(1)， 则 当 m 一 和 % 时 ， 已 (Hzr) 将 一 致 收 
至 到 矿 

证 明 ”连续 函数 在 闭 区 间 上 是 一 致 连续 的 ， 因 而 对 任意 的 
= > 0， 存 在 6 > 0， 对 任意 zf” EE 7， 只 要 lz -zl < 6， 


其 中 
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就 有 |j(z') - f(z")| < =. 又 注意 到 (5.3.5) 式 ， 当 m 趋 于 无 穷 
时 ，|r -rart| 将 一 致 趋 于 0， 于 是 当 普 足够 大 时 ， 有 | 万 。-rari| < 
6. 对 任意 ze 7， 不 妨 设 x € 六 ,。 .rar ， 利 用 积分 中 值 定理 ， 存 在 
E E 六 mrarl， 使 得 


Pn(f,7) — f(z) = pia _ f(z) 


rari| 


ee Le 
= f(é€) - f(z). 
因为 七 -zl < |1,.rsn| < 56， 所 以 当 m 足够 大 时 ， 就 有 
IPn(f,7)— f(z)| < e. 
口 
下 面 讨论 分 形 插值 函数 f 的 连续 模 . 假定 0< x <y < 1， 取 
最 小 可 能 的 数 mn， 使 得 存在 子 区 间 六 rr C [z, 如 ， 从 而 子 区 间 
J,…rs Y |z, 引 .于 是 下 面 两 种 情况 至 少 有 一 种 出 现 : ze 万 ms 
或 ye Tr,. 
假定 z < J,…r, ( 另 一 种 情况 可 类 似 讨论 )， 则 一 定 存在 
s 和 ri 使 ze 六 ras， 同 时 有 ye 万 rt (t > mm) 或 ye 


rratra+Dt 。 综合 上 述 讨论 ， 取 n > m， 可 以 进一步 假定 


上 


TE mds YE -TarStvn meV. 


利用 引 理 5.4， 计 算 可 得 


1 
A 


rm run ml 
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> I (mol 


| 位 立 


/ gr (Vy) dy 
1 “Tasun mu 


Tk 


+I a) 六 fy)d ,| 


j=3 


1 
2 me 
] rserasun me 


/ gr (y) dy 


Tk run—m ul 


站 1 
GE 4 Te RR A /ha 
类 似 地 有 


ye 1 
m0 -站 (让 二 一 二 一 


gre(y) dy 


ER 


j=3 


注意 在 上 式 中 ， 当 上 = 3 时 ,Ir ,ronstos_ww 一 
于 是 可 得 


Pn(f,7) — Pn(f,y) 
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-六 | 帮 。 {/ OO 
[or Does roe me Mraaun me | 

-/ gr (y) dy 
rt 

站 f(y dy 
dr — TWcy 
= fdy 
Loren a rstwn me 


人 


用 zr，.…rs 表示 闭 区 间 太 ， ms 的 左 端点 ( 当 大 = 3 时 ， 规 定 
人 rrs 三 0,1). 设 | 有 > = An， 又 由 假定 4 s Lipo;， 因 此 存在 
M2 > 0， 使 得 


lgi(z) -< Alz = yl Vi 


< I al Gre(Y) — Gri (Tr ra) dy 
i 人 am as 
四 a 而 
本 Gre(Y) — gr (Tre ers) dy +2Mi Tla, 
Dr mn [rerargten me | 


j=3 
2s ae+2a Te 
J=3 
mJ qe 本 
II 加 +2Mn: [Hla 
+ j=k ry 


j=3 
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记 
d= ma Idil, Hmin| = iv maxl = Se | 二 |， 
= Wa P= aa， ca = Ia/ C= Er 
又 注意 到 |17,,…ror| = [1 117,| < lz 一 yl， 可 得 
IPi(f,7) — Pa(f, 9)| 


i 
< me ll 并 Ts rrp 


i=1 k=3j=k+1 让 
和 a 
ey 六 |] .TT 
本 FT (i 中 liak 


记 Mi = 2Mi/|Iminl?*，Ms = 2A12/|Imin|>?**3， 则 有 


[Pa(f,7) — Pf 


< 站 mr | i i 
i=1 j=3 


k=3 j=k+1 


< lz—yl" {se + wc") 


k=3 


< M'z — yl" [> + 中 (M’ = max{ MI, MS}) 
k=3 
mm 一 2 


= Mtz -ye ,Ci. (5.3.9) 


j=0 
现在 分 三 种 情况 来 讨论 (5.3.9) 的 不 等 式 . 


情形 1. 如果 C < 1， 那 么 由 (5.3.9) 可 得 


了 
了 


IP(f.7)— Pa(f.y)| < lz — yl°. (5.3.10) 
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情形 2. 如 果 C = 1， 则 
IPa(f,7) — Pf < M'(m — Dlz ~ yl®. 


因为 |z 一 y| < |Irrs| < |Imax|"-? < 1， 取 对 数 , 可 得 m 一 2 < 
loglz -yl/log|Iinax|， 因 此 


时 a M’ a 
IPn(f,7) — Pa(f,Y)) < Mz — yl + Beli — yl loglz — yl. 
(5.3.11) 
情形 3， 如 果 C > 1， 那 么 存在 常数 M > 0， 使 得 
|Pa(fz) 一 RCH)ES Mlz — yOC™. 
选择 某 Y > 0， 使 得 |z -yl*Cm < lz - y， 取 对 数 ， 可 得 
logC 
Tem 
但 注意 到 |z 一 y| > |7minlm， 因 此 
1/loglz — yl < 1/(m log |Imin)), 
于 是 le 
og 
YS e+ ER 
又 C < d/lImin|S， 所 以 logC < logd -- Plog|Imin|， 代 入 上 式 得 
logd 
?Se + °F (2 
这 样 我 们 有 
IPn(f,7) — Pn(f,y)) < Mlz — yh, (5.3.13) 
其 中 7 满足 不 等 式 (5.3.12). 


根据 上 面 的 讨论 ， 我 们 可 以 证 明 下 面 的 定理 . 
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定理 5.4. 设 f 是 由 (5.3.2) 所 确定 的 分 形 插值 函数 ， 记 a = 
win {0)}, 8= afa， d= me ldil, ca 一 eV C= 
tc， 有 有 

(1) 若 C<1, 则 feLipa; 

(2) 若 C=1, 则 w(f,t) = Olellogi; 

(3) 若 C > 1， 则 对 任何 满足 不 等 式 (5.3.12) 的 7 有 f€ Lip7. 

证 明 ”我 们 只 证 情况 (1)， 其 余 类 似 . 根据 引 理 5.5， 在 不 等 式 
(5.3.10) 中 令 一 co， 可 得 


8/ 
| 


国生 
ral/ 


If(z) — f(s 


因此 Je Lipa. 


推论 5.2. 设 在 函数 系 (5.3.2) 中 ， 区 间 了 = [0,1] 是 等 距 分 割 ， 
即 mi = JN， i = 0,1,...,N， 又 假设 对 任意 i 有 Qi = a 记 
d= max |di|， 则 有 

1<i&N 

(1) 当 d< N° 时, f(z) € Lipa:; 

(2) 当 d= NT® 时 , w(f,t) = O(t?®|logt)); 

(3) 当 d> N-°* 时 ，f(z) € LipyY， 其 中 Y= 一 logd/logN. 


例如 ， 在 8 5.1 中 例 1 所 讨论 的 分 形 插值 函数 f(z)， 有 N = 
3, d= 1/3, a = 1, 可 见 d = N-!， 因 此 由 推论 可 知 w(f,t) = 
Oltllogt|)， 它 介 于 Lipl 与 Lipa (Ya < 1) 之 间 . 
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8 5.4 分 形 插值 函数 的 微 积分 


从 55.3 我 们 知道 ， 分 形 插值 函数 在 一 定 条 件 下 有 很 好 的 光滑 
性 ， 甚 至 可 以 属于 Lip 1 类 ， 因 此 可 以 讨论 对 分 形 插值 函数 进行 积 
分 和 微分 的 运算 .本 节 仍 是 讨论 如 下 形式 的 分 形 插值 函数 系 : 


一 Ti-l 


Zi(Z) = Zi-1 十 于 二 (人 一 xzo)， 
ZN 一 T0 i=1,2..... N, 
Fi(z,y) = diy + qi(7), 


(5.4.1) 
其 中 zo < zl <… < zn 是 区 间 工 = [zo,rw|] 的 一 个 分 划 ， 并 且 对 
任意 i，|di| < 1， 以 及 di(z) 在 1 上 连续 . 
定理 5.5. 设 了 是 由 (5.4.1) 确定 的 分 形 插值 函数 . 设 加 E 区 ， 
令 


f(z) = 加 二 [ flt)dt, (5.4.2) 


则 有 是 由 {(Li(z), 记 (Zz,Yy))} 信 | 确定 的 分 形 插值 函数 ， 其 中 对 i = 
eM N， 有 
F(z,y) = aidiy + (7), 


Qi = (Ti — Zi1)/(rN — To0). 


(ZT) = 半 -1 一 aidigzo 十 “f qi(t) dt、 


Wo= fe) = m+ Don [ton 5)+ {td 
艺 必 
Dy an end 


YN 三 加 十 : 
1 一 Dn andn 
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证 明 ”由 (5.4.2) 式 定义 ,得 
Fo = (m+ / ee ru)+/ sn f(at 
让 人 f(Li(t) dt. (5.4.3) 
由 (5.1.6)， 
f(Li(t)) = di f(t) + qi(t), Vt € (zo,zn]. 
于 是 
fio) = or+o [ (df + g(t) dt 
= toad) -和 + 人 gl) dt 
二 dj(2) 二 宙 -1 二 Qi 如 十 约 三 q(t) dt 
= F(z, f(z)). ” 
从 而 
F(zo,%0) = Fi(zo, f(z0)) = f(Li(z0)) = f(zi21) = 1, 
Filzn, dn) = F(zn, f(zn)) = f(Li(zw)) = f(ri) = 


又 对 于 所 有 i = 1,2,.…,N， 有 |aidi| < lail < 1 并 且 宙 (z) 连续 ， 
所 以 {(Li(z), 所 (x,y))} 六 1 构成 一 个 分 形 插值 函数 系 . 又 由 


f(Li(z)) = F(z, f(x)), 
可 知 了 是 由 {(Ci(z), 户 (z,y))} 世 ， 所 确定 的 分 形 插值 函数 ， 
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在 (5.4.3) 式 中 令 z= rw， 得 
页 = f(Li(zN)) = 1+ fs + ao)at 


zw 
= Hi-1+ai [en — yo) +/ 


了 0 


“Gd ， 
通过 递归 ， 我 们 可 得 

页 = 扣 + [uw -0+ / om) 
在 上 式 中 ， 令 i 一 N， 即 得 


on 万 ”on 人 bd 


gw = 加 十 
一 Dri andn 


推论 5.3. 设 是 由 (5.4.1) 确定 的 分 形 插值 函数 ， 又 扩 是 
7 = [zo,zw] 上 的 一 个 可 微 函数 ， 则 fr = 厂 当 且 仅 当 三 是 某 
个 {(Li(z), 户 (z, 轨 )} 立 ;所 确定 的 分 形 插值 函数 ， 其 中 户 (Z,y) 
= dyt+h(r), d=aidi, 人 =aig，ai = (zi 一 zi-l)/(zN 一 zo)， 

证 明 “如果 上 满足 疡 = f， 则 必 有 f(z) = f(zo)+Jo f(t) dt. 
由 定理 5.5， 必 要 性 成 立 . 

下 面 证 明 充 分 性 . 设 有 是 由 {(Li(z), 掺 (z,y))} 信 1 所 确定 的 分 
形 插值 函数 ， 记 方 = f(zi), i=0,1,.…,N， 则 


太一 太 -1 = 所 (ZN, DN) (zo, to) 
= (gw — Yo) + (TN) — G(r0) 
IN 
= adtv =o)+0 al) 
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从 而 


b= fn) = + Don [tlon oo)+ {lo]. 
n=1 zo 
在 上 式 中 令 i= NN 可 得 
Dn an 2" wm(z)dz 
1— Ds andn 
又 对 于 i = 1,2,...,N， 由 名 = aiqi， 必 存在 ti € RR， 使 得 fi(z) = 
在 十 ai 大 qi(t) dt. 因为 


YN = 加 十 


-1 = F(zo0, 0) = dibo + $i(70) = aidigo + ti 
所 以 十 三世-1 一 QidiVo， 于 是 


G(T) = -1 — Qidido + “f 


Es 


“gilt dt. 
这 样 ， 我 们 证 明了 局 与 定理 5.5 中 的 形式 完全 一 致 ， 于 是 f(z) = 
加 + 及 f(t) at， 因此 扩 = 了. 口 


例 5.4. 邻 f 是 过 点 (0,0),(1/4,1),(1/2, 一 1),(1,0) 的 分 形 插值 
函数 ， 且 山 = d2 = ds = 1/2， 它 所 对 应 的 分 形 插值 函数 系 为 : 


1 

Li(z) = 了， Rly) = 3Y +7, 
1 1 

Zaz(z) = a +4 F(z,y) = 53y -27+1, 
1 1 1 

Za3s(z) = 5 二 2， Fz) = 3y+7-1. 


则 了 的 图 象 如 图 5.5 所 示 . 


154 第 五 章 分形 插值 


图 5.5 分 形 插值 函数 f 的 图 象 . 


在 /的 积分 函数 f 的 表达 式 中 ，o 是 可 自由 选择 的 ， 我 们 令 
加 =0, 则 = 后 jbD)dt. 此 时 对 应 的 妆 可 由 定理 5.5 求 得 因为 


3 
1- Dands =1- 1/2=1/2, 


n=1 


3 


1 本 1 1 1 1 1 1 
Df gn(t) =i/ art a+ )d+ te- t 


n=1 0 
= 
= 
所 以 
eh Danfogn(tdt -ls 1 
~ pe = 二 一 一 、 
" 1- 并 -iondn 1/2 4 


1 = 加 十 d+ Watl=1|! 1)+ [atl =a 
= y+ta ldys 0 = 4341|3 4 上 = $5 


1 
如 三 加 +a2 [am +/ etodl 
0 


a 


§ 5.4 ”分 形 插值 函数 的 微 积 15: 


3: Tt 1 NL 1 
ee 
因此 ，f 的 插值 点 为 (0.0), (1/4.3/32), (1/2,1/16), (1, 一 1/4). 
对 应 的 4j(7) 为 
g(r) = -adin+ta 人 q(t) dt = i/ tdt = 3 


a 四 Si 
和 (z) = Hh 一 azdz 加 0 +o/ gz(t) dt = 让 i/ (—2t +1)dt 
0 2 4Jo 


利用 公式 Fi(z,y) = aidiy + 6(z)， 可 得 


六 1 1 ， 
P(ry) = HY + gr 
a 3 
F2(7,y) = BY ~ A 十 一 I 十 也 


F(z,y) = 3y + 17 — 


图 5.6 显示 了 了 = 局 f(t) dt 的 图 象 . 
定理 5.6. 设 ro < zl < … < ZIN，Li(Z) 是 线性 映射 ， 满 足 


(2o) 三 zi Ti(zN) 三 zi i=1,2,..., N. 


记 am = (Ti Til)/(TN -7T0), 1 SigN. 设 Fi(r,y) = dy 十 
qi(z)， 并 且 存 在 非 负 整 数 n， 满 足 | 由 | < a?, ge Cn[zo,zw]，i 一 
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1,2,...,N. 令 
+ 
ta 可 = =) 
和 
(人 ) (k) 
T. 
ok 二 3 (0) YN,k = (en), k=1,2,...,n. (5.4.4) 
ar 一 由 aN— 


如 果 对 所 有 的 1 = 2,3,...,N 和 上 k=1,2,...,n， 都 有 
Fi k(TN,YN,k) = Fi,k (To, yo,k); 


那么 由 {(Li(z), 及 (z, 切 )} 亿 ;确定 的 分 形 插值 函数 久 属 于 Cnzo,zN] 
(区 间 fzo,zw] 上 有 几 阶 连续 导数 的 函数 全体 )， 并 且 jb 是 由 
{(Ci(z), Ex(z,a))} 亿 i 确定 的 分 形 插值 函数 . 


证 明 ”由 (5.4.4) 式 , 可 得 


Fk (TO, YO,k) = Yo,k, FN,K(TN, UNK) = NA 
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又 因为 对 所 有 的 ;= 2,3,...,N 和 上 =1,2,...， mn， 有 
Fi1,k(TN NA) = Fi,k (Zo, Yo,k), 


所 以 对 于 上 = 0,1,.….,n，{(Li(z), 羽 ,k(z,y))} 信 1 确定 了 某 个 分 形 
插值 函数 gf ， 应 用 推论 5.3, 得 到 gh_1 = gx， k=1,2,...,n. 口 

例 5.5. 今 f 是 过 点 (0,0),(1/2,1).(1,0) 的 分 形 插值 函数 ， 它 
所 对 应 的 分 形 插值 函数 系 为 : 


Da(z) = Z/2， F(z,y) = y/4+ gq1(7), 


L2(7) = £/2+1/2, F2(7,y) = Yy/4+ gq2(7), 


其 中 qi(z) = z，q2(z) = 一 x 十 1， 则 可 证 明 f(7) = -4z2 十 47，7E 
[0, 1]. 


事实 上 ， 我 们 令 
Fal(sy) = E+ED, i 12， 
_ Qi(zo) (rz2) 
y01 三 pr 22,1 三 a = 


其 中 di = dz = 1/4, al = az = 1/2，zo = 0，zl = 1/2，z2 = 1. 
经 计算 可 得 


下 (zy) = Yy/2+2, Fa 一 W2 一 2 yos = 4, yo = —4, 


并 且 有 


F(T2,y2,1) = Fo,1(To, Yo,1). 
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由 定理 5.6 可 知 ，{(Li(z), Fiu(z,y))}?_1 确定 了 一 个 分 形 插值 函数 
四 县 九 =9. 肾 数 g 通过 节点 (0.4),(1/2,0) 及 (1, -4)， 且 满足 方 
程 : 


9 lz = Lg(z) +2, 9 er 
的 2 ( i) 2 


不 难 验 证 g(z) = -8(z 一 1/2). 于 是 可 得 f(z) = -47? + 47. 
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给 定 闭 区 间 工 = [a,9j. 令 a=xzo<r<.…<zn=b 是 
7 的 一 个 划分 ， 其 中 N > 2. 令 yo,,.…， yn 是 任意 一 组 实数 . 
对 每 个 i = 1,2,...,N, 令 = [zzil，Di = [zyzraol， 其 
中 (2),7(i) € {0,1,...,7 N} rr) -zt > zi 一 oil 记 Ki = 
lixR,K=IxR. 
对 于 i= 1,2,...， N,， 令 六 是 刀 一 1; 的 一 个 压缩 同 胚 ， 满 足 
条 件 
Zi(zi)) = Ti-1, Li(zr()) = zi, (5.5.1) 
并 且 对 某 个 0< ai < 1， 
|Pi(a) ~ Pi(uzjl < ai lua ~ wal, Vu, u2 € D;. (5.5.2) 
令 五 是 R? 一 民 的 连续 函数 ， 满 足 条 件 
Fi(z10), Mi)) = Yi-1, Fi(zre), yr)) = Yi: (5.5.3) 
并 且 对 某 个 0 < g; < 1， 


(oO 一 所 (oil 和 gu 一 tl vue Di, vi.v2 € R. (5.5.4) 
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定义 映射 wi : Di x 民 一 J;x 民 为 


中 ( | = ( Lilz) ) . (5.5.5) 
y Fi(r,Yy) 

我 们 注意 到 (5.5.5) 与 (5.1.5) 很 相似 ， 如 果 令 所 有 的 !(Gi) = 
a,7(i) = 5b， 则 (5.5.5) 就 是 (5.1.5). 这 里 L; 是 将 工 的 某 个 局 部 映射 
成 区 间 [zi-1, zi]， 因 此 可 以 将 (5.5.5) 理解 成 分 块 分 形 插值 函数 系 . 

定义 矩阵 C = (C5)wxw 如 下 ， 如 果 万 c Di， 则 Co = 1, 不 
然 C5 = 0. 我 们 称 C 为 关联 矩阵 ， 记 r(i) = {j1C5 = 十 ， 显 然 
有 Di = Uierd) 万 . 

记 矿 =H(KI) x KH(K2) xxTX(KNw)， 这 里 Tt(K) 是 由 Fi 
的 所 有 非 空 紧 子 集 组 成 的 集合 . 对 vA = (A41, 42,.…, AN) E 岂 我 
们 定义 


4 Cliw1 SS Ciwwl 4 


4Nv CNIwWN … CNNWN 4N 


UY Cyw1 (4)) 
: (5.5.6) 


UC1 CNjwn(4;) 
其 中 对 任意 i,j = 1,2,.……, 入， 我 们 规定 
Cuui(4i)= { 和 
全 如 果 Ci; = 0. 


不 难看 出 ，W 是 万 到 的 映射. 
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对 任意 1 上 的 连续 函数 f, 记 Gi(f) = {(z,jf(z))lze 五 .我 
们 有 如 下 定理 . 

定理 5.7. 存在 了 上 的 连续 函数 f， 使 得 (G1(f),G2(f),….， 
GN(f)) 是 W (由 (5.5.6) 式 定义 ) 的 不 动 点 ， 并 且 满 足 f(Ti) = 
Vi， i 二 1,2,...,N， 我 们 称 这 样 的 是 由 {wi,i = 1,2,...,NN} 确 
定 的 递归 分 形 插值 函数 . 

证 明 记 (C(1);| :|w) 是 由 1 上 全 体 连 续 函 数 构成 的 空间 ， 
其 中 对 Vg e C(I)， 定 义 |glx = max{flo(z)llz es 17}. 则 (C(7D)， 
| |) 是 完备 度量 空间 . 令 Co(1) = {g € C(D)|g(zi) = yi, i= 
1,2,...,N}， 则 Co(1) 是 C(7) 的 闭 子 集 ， 从 而 (Co( 了 ),| : |w) 也 是 
完备 度量 空间 . 对 Vg € Co(1)， 定 义 Co(7) 到 Co(7) 的 映射 了 : 


(Tg)(z) = Fi(L7!(z),g(L7 (7)))， 如 果 z € 天. 
由 (5.5.4) 中 的 假设 ， 可 以 得 到 
ITh — Tglo < q :lh — gle, 


其 中 4 = max {qi:}. 因此 全 是 (Co(71),| |w) 上 的 压缩 映射 ， 由 


1sisN 


Banach 不 动 点 原理 ， 存 在 惟一 的 je Co(1), 使 得 Tf = f. 即 
Fi(L7 (7), f(L7 (2z))) = f(z)， 如 果 z ee 大. 
于 是 对 任意 i = 1,2,.….,N， 


Gi(f) = {(z, f(z)|z € £} = {(z, F(T (z), fF(L7 (7) lz € 1} 
= {(Li(z), Fi(z, f(z))|z € Di} = {wi(z, f(z)|z € Di} 
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{wi(z, f(z)z eB}= UY wi(G;()) 


外 


关 Co=1 六 Co=1 
N 
= J Ciwi( (G;(f)). 
j=1 
此 即 为 
G1(f) G1(f) 
: |=w| : 
Gn(f) Gn(f) 
于 是 ， 我 们 证 明了 递归 分 形 插值 函数 的 存在 性 . 口 


在 邢 中 定义 度量 户 : 对 任意 4 = (41,.…, An), B= (Bi,.…， 

Bn)€ Nt， 令 
H(A,B) = ,maW{AC4i Bi)}, 

其 中 是 Hausdorff 度量 . 类 似 于 定理 5.2 的 证 明 ， 我 们 可 以 得 到 

定理 5.8. 设 f 是 由 (5.5.5) 确定 的 递归 分 形 插值 函数 ， 记 

= (Gi(j), Gaz(1)，.…，Gw(F))， 则 对 于 任意 4E 多 ， 有 

im MW"(A),G") = 0. 

从 而 递归 分 形 插值 函数 是 惟一 的 . 口 

如 果 在 (5.5.1) 和 (5.5.4) 中 ， 所 有 的 i = 1,2,...,N, Li(z) 和 
五 (z,y) 都 取 为 线性 函数 ， 这 种 递归 分 形 插值 函数 为 递归 仿 射 分 形 
插值 函数 .此 时 对 任意 (z,y) < Di x 民 ， 


EA a 0 尝 es 
wi = 机 , i=1,2,...,N. 
(5.5.7) 


162 第 五 章 ”分 形 插值 


下 面 讨论 递归 仿 射 分 形 插值 函数 的 合 维 数 ， 我 们 有 : 

定理 5.9. 令 了 是 由 形 如 (5.5.7) 的 {wi,i = 1,2,...,N} 及 关 
联 算 阵 C 所 确定 的 递归 仿 射 分 形 插值 函数 . 记 G = Graph(f). 
令 S(d) 为 对 角 矩 阵 diag{|di| .aid-1...， ldnl :av 令 Q= 
CS(1)， 并 且 设 D(Q@) 是 对 应 于 @ 的 有 向 图 ， 它 的 非 平凡 强 连通 
分 支 为 <Ti>,<T?>,...， <T™m>. 对 于 i=1,2,...,m, 设 Ci 以 
及 Si(d) 分 别 是 对 应 于 <Ti> 的 C 以 及 5S(d) 的 子 矩 阵 ，si 是 满足 
p(CiSi(si)) = 1 的 惟一 实数 ， 则 


dime C = max{s1, s2,..., sm, 1}. 


在 解释 定理 含义 及 叙述 定理 证 明之 前 ， 我 们 首先 介绍 一 些 预备 
知识 : 非 负 和 矩阵 、 有 向 图 和 强 连 通 分 支 的 概念 . 

元 素 都 是 非 负 实数 的 方 阵 4 称 为 非 负 元 素 方 阵 ， 简 称 非 负 
方 阵 . n 阶 非 负 方 阵 4 的 谱 半 径 定 义 为 p(4) = max, |Ai|， 其 中 
{A1,X2,.….,An} 是 4 的 nn 个 特征 值 . 

对 于 每 个 nn 阶 非 负 方 阵 4 = (ai))， 我 们 可 以 将 它 与 一 个 有 向 
图 D(4) 相对 应 : (1) D(4) 有 nn 个 顶点 Vi,...,V; (2) 当 ai; > 0 
时 ， 我 们 称 存在 从 V; 到 Vi 的 弧 态 Vi， 并 称 V; 和 Vi 为 这 条 弧 的 起 
点 和 终点 . 


例 5.6. 设 4= | 0 1 1 |， 则 有 向 图 D(A) 表示 为 图 5.7. 


对 于 任意 i,j = 1,2,.….,N， 如 果 存 在 有 序数 列 i = ko, 1,...， 
上 二 j， 使 得 axk,x,,，> 0 对 所 有 7 = 0,1,.….， t 一 1 成立 ， 则 称 存 


$ 5.5 “递归 分 形 插值 函数 163 


WO 


Va 


OD 


%wO 


图 5.7 例 5.6 中 所 对 应 的 有 向 图 


在 从 V 到 Vi 的 路 . 如果 既 有 从 Vi 到 V 的 路 ,又 有 从 VW 到 Vi 的 
路 ， 则 称 Vi 和 V; 是 互通 的 .如 果 D(4) 中 的 任意 两 个 顶点 互通 ， 
则 称 有 向 图 D(A4) 是 强 连通 的 . 此 时 也 称 方 阵 4 是 不 可 约 的 . 

评注 5.3. 按 定义 ，Vi 和 Vi 是 互通 的 ， 当 且 仅 当 存 在 从 V 
到 Vi 的 路 . 而 D(A) 是 强 连通 的 其 中 一 个 要 求 是 ， 对 于 所 有 的 
i=1,2,...,n，Vi 和 VW 是 互通 的 . 

对 于 不 可 约 方 阵 ， 有 如 下 的 Perron-Frobenius 定理 : 

定理 5.10 (Perron-Frobenius 定理 ). 设 A 是 n 阶 不 可 约 非 
负 方 阵 ， 则 

1。 p(A4) 是 和 4 的 正 特征 值 ; 

2” p(A) 作为 A 的 nm? 个 元 素 的 数 是 严格 递增 的 ， 即 若 有 
B#A, B-A>0, 则 p(B) > p(A); 

3? p(A) 是 4 的 单 根 ( 即 有 且 仅 有 4 的 一 个 特征 值 等 于 p(A)); 
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4。 p(4) 有 正 特 征 向 量 z 与 p(4) 相应 ， 即 zx > 0，4z = 
P(A)z， 而 且 4 的 任 一 非 负 特征 向 量 一 定 是 z 的 正 数 倍 . 口 

如 果 4 是 可 约 方 阵 ， 即 有 向 图 D(A4) 不 是 强 连 通 的 ， 我 们 可 以 
按照 如 下 的 方法 定义 D(4) 的 强 连 通 分 支 . 

设 D(4) 的 顶点 集 为 V,，T Cc V， 定 义 D(4) 的 子 图 <T> 
为 : <T> 的 顶点 集 是 了 ，<T> 的 弧 是 D(A4) 的 弧 在 了 上 的 限制 . 

例 5.7. 4 同上 例 ， 取 T= {Vi, 码 }， 则 <T> 如 图 5.8 表示 . 


“OD 


wO 


图 5.8 有 向 图 <T>. 


对 于 V 的 一 个 子 集 T， 如 果 <T> 中 任意 两 个 元 素 互通 ， 称 
<T> 是 D(4) 的 强 连通 部 分 . 进一步 ， 对 于 D(A4) 的 一 个 强 连通 
部 分 <T>， 如 果 不 存在 D(4) 的 强 连 通 部 分 <7T'>， 使 得 T’ > 了 
且 T" 关 了， 则 称 <T> 是 DD 的 一 个 强 连 通 分 支 . 例如 ， 例 5.6 中 的 
<{WVi, V3}> 是 强 连通 分 支 ，<{Vi}> 是 强 连通 部 分 . 

接 下 来 ， 我 们 给 出 定理 5.9 的 证 明 思 路 (完整 的 证 明 请 参阅 文 
献 [38]). 
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令 f 是 由 形 如 (5.5.7) 的 {wi, i = 1,2,.…,NN} 及 关联 矩阵 C 

所 确定 的 递归 仿 射 分 形 插值 函数 . 令 5(d) 为 对 角 和 矩阵 diag{|di| 

lol ,dn len!}. 记 Q@ = CS(1), 令 D(Q) 是 对 应 的 有 

向 图 . D(Q) 的 顶点 集 为 V = {Vi, V2,.…， Vn}. 设 <T!>, <T?>， 

.…,<7T"> 是 D(Q) 的 所 有 强 连通 分 支 ， 其 中 <Ti> 的 顶点 集 为 
Ti= {Vo Yo Vi i=12,...,7. 记 


GC: = Cli(1),1(2),...,i(t2)|i(1),1(2),...,i(#)], 
Si(d) = S(d)[i(1),i(2),...,i(t)|i(1),i(2),...,ilti)], vdeR, 


其 中 对 任意 的 矩阵 4，A[i(1),i(2),.…. ,i( 二 )|j(1),j(2),…,j(t;)] 表 
示 由 4 中 iD),i(2)， it) 共 t 行 ，j(1), j(2), …, j(t;) 共 右 列 
按 硕 序 排列 后 组 成 的 ti x t; 子 矩 阵 ， 由 Perron-Frobenius 定理 ， 我 
们 可 以 证 明 存在 惟一 的 si 及 ， 使 得 p(CiSi(si)) = 1. 

Vi=142,..….,N, 记忆 ;= {ijU {jl 存在 从 Vi 到 Vi 的 路 }. 若 
任意 Je Ei:，{(zxk,yk)|Tk e D;} 在 同一 直线 上 ， 则 称 Vi 为 平凡 
的 ,不然 称 到 为 非 平 凡 的 . 显然 ， 若 Vi 为 非 平凡 的 ， 则 与 其 互 
通 的 顶点 都 是 非 平 凡 的 . 假设 强 连通 分 支 中 的 顶点 都 是 非 平 凡 
的 ， 则 称 该 强 连通 分 支 为 非 平凡 的 ， 不 然 称 其 为 平凡 的 . 我 们 
不 妨 假设 <T!1>,<T?>,...,<T™"> (m < 7) 是 D(Q@) 的 所 有 非 平 
凡 强 连通 分 支 ， 令 G; 是 G 限制 在 五 = [zi-1,7;] 上 的 部 分 ， 同 
证 明 自 仿 射 分 形 插值 函数 的 盒 维 数 公式 一 样 ， 我 们 定义 N*(e) = 
min{# 亚 | 亚 是 G 的 。 柱 覆盖 }， 定义 Nr(e) = min{# 亚 | 亚 是 G; 的 
< 柱 覆 盖 }. 于 是 


de — logNM* 
dimpG = max dimpG; = max lim 二 © 
1&i&N 1S&ig&Ne—0 —loge 


166 第 五 章 ”分形 插值 


dimpG > max dimpG; = max lim log Ni (GE 
1&igN 1sigNes-0 一 loge 


类 似 于 (5.2.4)，(5.2.5) 和 引 理 5.3， 我 们 有 下 面 的 两 个 引 理 

引 理 5.6. 对 于 i = 1,2,...,N， 存 在 常数 六 r,Gi > 0， 使 得 对 任 
意 0<Ee<xzNw--zo， 有 

人 | > Ny(e/@) — <N(e) < | 》 Nr(e/ai)+ 

JEr( JEr(i) 

引 理 5.7. 对 于 非 负 矩阵 Q = CS(1),， 设 D(Q@) 为 @ 所 对 应 的 
有 向 图 , < Ti> 为 D(Q@) 的 非 平凡 强 连通 分 支 ，@i 为 对 应 于 < Ti> 
的 子 矩 阵 ， 假设 和 i = p(@i) > 1， 那 么 


lim eN? (e) = oo， Vi =1(1),...,i(ti). 


由 这 两 个 引 理 以 及 Perron-Frobenius 定理 ， 我 们 可 利用 递 推 的 
方法 证 明 下 面 两 个 性 质 

1? 存在 i， 使 得 dimG; > max{s1, s2,...，, sm, 1}. 

2° 对 于 任意 的 i， 都 有 dimG; < max{s1, s2,..., sm, 1}. 

从 而 定理 5.9 成 立 . 

例 5.8. 如 图 5.9， 人 Re 4 是 [0,1] 的 一 
个 划分 ，{(zip ai) 江 o} 共 线 ，{(Zi,yi) 和 >} 不 共 线 . 令 Di = Di = 
[z2, 74], D2 = [zi1,73], D3 = [zo,za]. 令 di=d4=0, di=d3= 
t E (0,1)， 由 构造 可 以 看 出 ， 递 归 分 形 插值 函数 的 图 象 G 是 过 
{(ci2)} 和 0 的 一 条 折线 ， 所 以 dimB G = 1 下面 我 们 说 明 如 何 用 
定理 5.9 来 求 G 的 盒 维 数 . 
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图 5.9 递归 仿 射 分 形 插值 函数 


由 上 ， 关 联 短 阵 C 为 : 


© ©oo 


由 C 确定 的 有 向 图 可 表示 为 图 5.10. 又 S(1) = diag{0,t,4,0}， 于 
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是 
00+t 0 
0tt 0 
Q=C5(1)= 
0t 00 
区 > | A A 
uO OD 


图 5.10 C 所 对 应 的 有 向 图 
显然 ，D(Q) 仅 有 一 个 强 连通 分 支 <T1>= {V2,V3},， 且 Eo = 
Es = {2,3}， 因 为 % 
{(zi,yi)| zi € D2} = {(zi, 9)}31, {ri, yi| zi € D3} = {(zi, yi)}20 
都 是 共 线 的 ， 所 以 D(Q) 仅 有 的 强 连通 分 支 <T1> 是 平凡 的 .于 是 
由 定理 5.9 可 得 ，dimB G = 1. 


由 定理 5.9， 我 们 可 得 如 下 推论 . 
推论 5.4. 令 卫 是 由 形 如 (5.5.7) 的 {uili = 1,2,...，N} 及 关联 
天 阵 C 所 确定 的 递归 仿 射 分 形 插值 函数 . 记 G = Graph(f). 令 


§ 5.5 ”递归 分 形 插值 函数 169 


S(d) 为 对 角 短 阵 diag{|di| .laald-1,. ,ldax| .lavld-1j、 假设 CS(1) 
是 不 可 约 乱 阵 ， 今 s 是 使 得 p(CS(s)) = 1 的 惟一 值 ， 我 们 有 : 

如 果 p(CS(1)) > 1 并 且 存 在 某 个 E {1,...,N} 使 得 {(zi,3i) 
zi E Dk} 不 共 线 ， 那 么 dimp(G) = s， 不 然 dims(G) = 1. 


评注 5.4. 如 果 把 推论 中 的 条 件 “CS(1) 是 不 可 约 答 阵 ” 改 为 
“C 是 不 可 约 和 矩 阵 ”， 那 么 推论 的 结论 就 不 成 立 ， 例 5.8 就 是 一 个 
反例 ， 事 实 上 由 图 5.10 可 知 ， 此 时 有 向 图 D(C) 是 强 连通 的 ， 从 而 
C 是 不 可 约 矩 阵容 易 求 得 p(CS(1)) = (V5+ 1)t/2，p(CS(d)) = 
(V5 二 Dt: (1/2)d-1， 于是， 如 果 取 te ((V5 一 1)/2,1)， 那 么 
满足 p(C'S(s)) = 1 的 s 取 值 为 logi1/2 oT +1 > 1， 并 且 
{(zi,yi)| zi e D1} = {(zi,yi)}4_。 不 共 线 . 所 以 ， 如 果 把 推论 中 
的 条 件 “CS(1) 是 不 可 约 矩 阵 ” 改 为 “C 是 不 可 约 矩 阵 ”， 那 么 此 
时 就 有 dimp G = s > 1， 但 实际 上 ，dimp G = 1， 
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区 间 上 的 函数 $5， 即使 是 连续 的 ， 往 往 也 是 非常 复杂 ， 因 此 无 
论 在 理论 上 ， 还 是 应 用 上 总 希望 用 一 些 较 简 单 的 函数 来 替代 它 . 最 
简单 的 是 多 项 式 函 数 p(T) = ao + aiz 十 … 十 anz" .当然 我 们 必须 
研究 它们 之 间 的 误差 有 多 大 ， 也 就 是 要 估计 | 一 po 的 大 小 ， 该 值 
越 小 ， 这 种 替代 就 越 成 功 . 

由 逼近 论 中 的 Weierstrass 定理 知 ， 对 任意 的 < > 0， 总 存在 代 
数 多 项 式 p， 满 足 不 等 式 


I 一 pl <e. 


但 是 由 于 计算 不 稳定 ， 多 项 式 在 应 用 中 不 是 一 个 好 的 逼近 工具 . 
目前 在 实际 应 用 中 使 用 最 广泛 的 是 样 条 函数 ， 它 是 一 种 优良 的 
逼近 方法 . 在 第 五 章 开头 我 们 指出 分 形 插值 法 是 样 条 的 一 种 推广 ， 
因此 分 形 插值 应 当 是 一 种 更 为 出 色 的 拟 合 工具 - 
首先 分 形 插值 函数 也 能 任意 逼近 给 定 的 连续 函数 %， 这 只 要 注 
意 到 在 8 5.1 中 讨论 过 的 自 仿 射 分 形 插值 函数 ， 当 它 的 所 有 纵向 尺 
度 因 子 di 全 部 等 于 0 时， 分 形 插值 函数 就 是 顺 次 连接 插值 点 列 的 折 
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线 ， 于 是 只 要 区 间 [o, 纪 上 的 分 划 点 列 {zi} 仿 o 分 布 得 足够 稠密 ， 那 
么 分 形 插值 曲线 与 $ 可 以 任意 接近 . 

作为 逼近 工具 ， 我 们 要 讨论 如 下 两 个 问题 : 

1° 给 定 目标 函数 的， 设 了 是 它 的 菜 个 分 形 插值 函数 ， 那 么 
I|f 一 lw 有 多 大 ? 

2 给 定 目标 函数 由， 在 一 定 的 条 件 下 ， 如 何 构造 它 的 分 形 插值 
函数 f， 使 得 |f 一 9|> 达到 最 小 ? 

问题 2 与 第 四 章 中 讨论 的 问题 很 类 似 ， 在 那里 是 对 于 给 定 的 
一 幅 图 象 ， 如 何 选择 参数 ， 用 LIFS 拼 贴 法 去 重 构 . 对 于 分 形 插值 
函数 ， 区 间 [4,4] 的 分 割 点 列 {zi} 及 纵向 尺度 因子 {di} 都 可 以 作为 
参数 ， 这 种 优化 问题 是 非常 复杂 的 . 通常 我 们 总 让 {Zi} 固定 (例如 
选取 区 间 等 距 的 分 点 )， 寻 找 最 优 的 {di}. 

如 何 用 自 仿 射 分 形 插值 函数 或 递归 仿 射 分 形 插值 函数 有 效 地 拟 
合 给 定 的 函数 或 离散 数据 ， 是 一 个 很 有 价值 并 且 仍 在 探讨 的 问题 
我 们 给 出 了 两 种 求解 问题 2* 的 方法 . 在 本 章 中 我 们 只 是 讨论 了 如 
何 用 自 仿 射 或 递归 仿 射 分 形 插值 函数 拟 合 给 定 函 数 的 问题 ， 但 通过 
适当 的 改进 ， 可 以 将 方法 移植 到 离散 数据 的 拟 合 中 去 
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在 第 三 章 的 最 后 曾 引 入 了 码 空间 Q， 这 里 对 它 略 作 修改 ， 但 仍 
用 记号 8 表示 . 


Q= {w= (i,io,..., Ey )|ir € {0,1,..., N-1}}. 
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对 于 w = (i1,i2,.…) 和 名 = (ii,……) eQ， 用 下 式 表示 它们 之 间 
的 距离 ， 

5E 洒 基 > Le 
这 样 9 成 为 一 个 紧 度 量 空间 . 


设 w = (ni .)Em， 如 果 直 =0,YVKE > +1， 那 么 
记 w = (i.…,in,0). 另外 ,如果 i = 入 一 1,Vk 之 n 二 1， 那么 记 
w= (i ,in N -1). 

定义 移 位 算 子 o: 0 一, 设 w= (i,iz,is,.….,)， 则 

Ow = (i2,13,...). 
移 位 算 子 o 的 上 次 复合 ， 记 为 or， 则 有 
Okw = (ikt1) ik42..). 
定义 映射 沙 : 2 一 [0,1]， 如 果 w = (ii i,.…)， 则 


oo 


vw) = >, 说 : (6.1.1) 
大 =1 


将 %(w) 简 记 作 。. 记 
Col0,1] = {f € Clo0, 1)|#(0) = f(1) = 0), 


lflw = max |f(2)|. 


zEl0,]] 


现在 我 们 要 在 (Co[0, 1];| |w) 空间 中 讨论 下 面 的 一 类 函数 方程 : 


L(V) = 》 aiLypou)+fGw)，7s Col0,1), (6.1.2) 
j=1 
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其 中 {aj} 是 一 个 给 定 的 实数 列 ，f < Co([0, 1]). 
记 
41 = al， 


42 = alAl + a2, (6.1.3) 


Am-1 = a1Am-2 + a2Am-3+:… + am-1. 
定理 6.1. 如 果 开 ? |adjil < %， 末 >114| < oo0， 则 方程 
(6.1.2) 在 Co[0, 1] 中 有 惟一 解 也 : 


LY) = fb)+》 Arf(Ybors), VweQ. (6.1.4) 


k=1 


证 明 ” 当 w= ( 订 ,i2,.…,ik,0) 时 ， 为 方便 ， 用 记号 [i,.…. ,ix] 
来 表示 履 ， 又 用 记号 f[ii,.…,ix] 来 代替 f(,). 现在 我 们 用 归纳 
法 证 明 ， 若 工 是 方程 (6.1.2) 的 解 ， 则 下 式 成 立 : 


大 一 1 
Li sik] = 二》 4 让]. (6.1.5) 
j=1 


事实 上 ， 容 易 看 出 
Llial = fli], Lli,i2] = fli,i2] + aaf[ia]. 


现 假定 (6.1.5) 式 当 k < m 时 都 是 成 立 的 ， 则 有 


m 
了 [iimyim+l] = fliy...,im+i] + DasLlit, HH] 
j=1 
m 
= fliy,... ,im+1)] + Sai Dn im+1] 
j=1 
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mi 
十 > res 


kel 


j=1 i=1 


m 7°—1 
= fli,..., im+ 直 十 > 人 十 > 4 +， im+1] 


m 
= fi imnl + BD Ayfbtn.. imt. 
j=1 


于 是 (6.1.5) 式 成 立 . 
现 计算 


m~—1 


和 hf sim] — DAjf (Yo) 
j=1 j=1 
lm/2] 


> 4i{1I5+D im] -Jow)} 
i=1 


m-l oo 
+ 》 hflirnsin]- 和 /pou) 
j=[m/2]+1 j=[m/2]+1 
= +12— 1. 


注意 到 


im+k 


| 全 +， im] — Yoiwl = Nm ee NE < 届 -， 


因此 当 j < [m/2]， 且 当 m 一 co 时 ， 上 式 将 趋 于 0. 

由 假设 ，f 是 [0, 1] 上 的 连续 函数 ， 因 而 有 界 ， 且 级 数 半 =; 14;| 
收敛 . 于 是 当 m 一 00 时， ,12 和 13 都 将 趋 于 0. 

于 是 ,车 令 上 一 co， 由 (6.1.5) 式 ， 就 可 得 到 (6.1.4) 式 . 这 样 
我 们 证 明了 ， 如 果 工 是 方程 (6.1.2) 的 解 ， 则 它 一 定 有 (6.1.4) 的 形 
式 . 因此 解 是 惟一 的 . 
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要 完成 定理 的 证 明 ， 还 必须 验证 用 (6.1.4) 定义 的 函数 工 确实 
是 方程 (6.1.2) 的 解 . 这 只 要 将 它 直接 代入 方程 两 边 ， 用 类 似 于 
(6.1.5) 式 的 证 明 方法 ， 即 可 完成 证 明 . 口 


定理 6.1 可 以 推广 ， 考 虑 更 一 般 的 函数 方程 


Lo) = 》 ai(w)L(boiw) + flwo), (6.1.6) 


j=1 
其 中 aj(w) : Q 一 R， 且 满足 条 件 : 
Vo= (i i 0, SG=(i,.. ,i LN 1), 
只 要 kk>j, 就 有 aj(w) = aj(5). (6.1.7) 
记 


| Ai(w) = ai(w), 


(6.1.8) 
Am(w) = Dr ai(w) Am-i(Tiw) + am(w), m> 1. 


定理 6.2. 设 对 Yj，aj(w) <e C(Q) 且 满 足 条件 (6.1.7), f € 
Col0, 1]， 又 假定 级 数 iiloai(w)| 条 兴 114;(w)| 都 在 9 上 一 臻 
收敛 ， 则 方程 (6.1.6) 在 Co[0, 1] 中 有 惟一 解 元 : 


LW) = fo) + As(w)f (os), Yuen. (6.1.9) 


j=1 


证 明 方法 与 定理 6.1 完全 一 样 ， 所 以 在 此 从 略 . 口 
给 定 {dij25，ldl <1, 又 w= (ii Jen. 记 


人 0) 三 dd (6.1.10) 
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考虑 函数 方程 


LU) = dn LY) + fw), fecol0l], (6.1.11) 


j=!1 
该 方程 是 方程 (6.1.6) 的 一 个 特殊 情况 ， 它 在 下 一 节 中 要 用 到 . 
推论 6.1. 如 果 max_ {ldil} < 1/2， 则 方程 (6.1.11) 在 Col0,1] 
中 有 惟一 解 
LU) = >》 24 ld) foro) + (wo). (6.1.12) 


大 =1 
证 明 ”由 公式 (6.1.8)， 有 
Ai(w) = di,, 
A2(w) = di A1(ow) + disdi, = 2di, di,. 
用 归纳 法 ， 假 设 当 k < m1 时， 成立 等 式 Ak(w) = 2k-1di, .…di,， 
计算 
Am(w) = di, Am-_1(0w) + di di, Am_2(02w) + 
十 由 di :din Ai(o™ Ww) + di di,, 
= dadin (2 ?+2™ 3 ++1+1) = 2" gd, di 
于 是 可 得 对 任意 上 ， 有 4k(w) = 2*-1d,(). 
由 定理 条 件 ， 可 知 D1 1don)|， 沁 已 1124-1d,(n)| 关于 ww 一 
致 收敛 ， 因 此 定理 6.2 的 条 件 都 满足 . 证 毕 . 口 
另 一 种 特殊 形式 的 方程 是 


Zu) = dy L(Yow) + fv,), fe Colo,1]. (6.1.13) 


8 6.1 一 类 函数 方程 177 


不 难 验证 ， 此 时 有 4m(w) = don)， 由 定理 6.2 可 得 下 述 推论 . 
推论 6.2. 若 max |di| < 1， 则 方程 (6.1.13) 在 Cof0,1] 中 有 
OgigN-1 
惟一 解 
LV) = do f (or) + f (Wo). (6.1.14) 
k=1 


例 6.1. 考虑 函数 方程 


Z( 加 ) = dL(wow) + dL(Wos) + fl), f eCol0,1], (6.1.15) 


其 中 ld < (V5 一 1)/2. 
易 见 ， 此 时 有 41 = d，A2 = 2d2 及 Ak = Qkd*， 这 里 ak 是 某 
常数 .利用 (6.1.3) 式 可 得 关于 ak 的 差分 方程 : 


am = Qm-1 + Qm-_2- 


解 此 方程 可 得 
_ V5-3 (1- V5 ”VE+3 1+V6NV 2 
am 一 2 四 2 2 ，m 


由 定理 6.1 可 知 ， 方 程 (6.1.15) 的 解 是 


LW) = fp) + Yatf (or) 


k=1 


站 
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8 6.2 分形 插 值 误 差 


给 定 函 数 6 < Cl0,1， 设 上 是 通过 (0,9(0)) 和 (1,6(1)) 两 点 
的 直线 ， 那 么 (8 一 《) s Col0,1]. 为 此 在 本 节 中 我 们 不 妨 假定 
E Col0,1]. 仍 采用 (5.3.2) 形式 的 分 形 插值 函数 系 ， 但 对 区 闻 
[0,1] 条 用 条 剖 分 者 ， 又 将 qi(z) 改写 成 4(Li(7)) 的 形式 ， 即 


Le)= N+ 六 > i=0,l... Nl (6.2.1) 
Fi(7T,y) = diy + g(Li(7)), 


由 (5.1.3) 中 插值 条 件 可 知 
Fi(0,0) = $(i/N), Fi(1,0)= 9¢((i+ 1)/N), 


于 是 
qli/N)= 9(i/N), i=0,1,..., N. 
因此 所 选取 的 9 只 需 满足 在 {i/N} 作 。 上 插值 于 给 定 函 数 $. 例如 可 
以 取 为 多 项 式 插值 函数 或 样 条 插值 函数 ， 当 然 最 简单 实用 的 是 取 为 
逐次 连接 插值 点 列 的 分 段 线性 函数 ( 见 8 6.3). 
引 理 6.1. 设 ge Lipa,， 对 Vi,， |di| < 1， 又 假设 了 是 (6.2.1) 
所 确定 的 分 形 插值 函数 . 记 d=。 ey 1 那么 


, _ logd 
由 着 @ Tig 


， 则 w(f,t) = O(t°|logt)), 
的 若 e 关 -jg ， 则 feELip8， 其 中 B= min {a -2 


证 明 由 证 条 条件 9qe Lipa， 可 知 存在 常数 M > 0， 使 得 


la(Li(z)) ~ q(Li(y)| < MGz) 一 Or = 其 —y, 
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因此 q(Zi(z)) € Lipa. 再 由 § 5.3 中 的 推论 5.2 直接 可 得 引 理 的 证 
明 . 口 
由 引 理 可 知 ， 总 存在 0 < wv < 1， 使 得 
JE Lipv. (6.2.2) 
现在 又 回 到 第 五 章 中 的 (5.3.7) 式 ， 这 时 有 形式 


JULi(z)) = dif(z) + g(Li(z)), re1=[0,1,i=0,1,...,N-1. 
(6.2.3) 


设 w = (j,i2,.….) € Q, 邻 T = (由 (6.1.1) 式 定义 ), 记 


记 二 (ii )， 则 
Pa) = Ci) = 六 十 方 邮 = 如 
于 是 (6.2.3) 可 改写 为 
fpiw) = dif (boti)) + qbiw), i=0,1,..., N-1. 
可 以 将 上 面 的 方程 组 改写 为 一 个 方程 : 
jf(po) = dy)f (Yo) + qs), weQN. (6.2.4) 


这 就 是 上 节 中 的 方程 (6.1.13)， 于 是 可 得 下 面 的 结论 . 
引 理 6.2. 设 对 Vi，|di| < 1， 又 设 是 (6.2.1) 所 确定 的 分 形 插 
值 函 数 ， 则 有 


f(b) = 》 dota borw) + q(Wo). (6.2.5) 
k=1 
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由 此 可 见 ，8 6.1 中 讨论 的 函数 方程 ， 可 以 看 作 是 分 形 插值 函 
数 的 一 种 推广 . 

定理 6.3. 给 定 函 数 BE Co[0,1]. 设 f 是 由 (6.2.1) 确定 的 分 
形 插值 函数 ， 其 中 ge Col0,1], gq € Lipa, gq(i/N) = 9(i/N), i= 
0,1...sN, 又 0<|di|<1 Wi 记 


xs 位 总 wsoar ev- 中 (6.2.6) 


k=1 
设 L" 是 方程 
La) =24(b) + Dd Lo) (6027) 
j=1 
的 解 . 
令 
e(N,n) = max {|L*(z) - %z) ~ q(z)||z € K(N,n)}, (6.2.8) 


则 有 


M 


Ns (6.2.9) 


Ia = f(o)| < (Nn) + wl6, Wr) + 

这 里 M 是 与 nn 无 关 的 常数 ，v 由 (6.2.2) 确定 、 

证 阴 任 取 z e [0,1], 必 存在 z* e K(N,n), 合 得 lz 一 2"| < 
1/N". 设 * 是 方程 


Lb) = 2g(bo) + DD Bd Ler) 
j=1 
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的 解 . 由 8 6.1 中 的 推论 6.1 可 得 


LW) = 29(o) + Yd) (wes). 


1 
由 (6.2.5)， 有 ZL" = 了 +9. 容易 验证 对 任何 ze 天 (N,n)， 都 有 
六 (z) = "(7)， 因此 L*(z*) = L*(z*). 于 是 
gz) — f(z7) = (gz) — Gz)) + (GT) + q(7z")) 
— (f(x)+q(z")) + (f(z) — f(2)) 
= (9(7) — $(7°)) + (G(7’) + gq(7*) — LL"*(7x")) 
+(f(z°) — f(z)). 
利用 (6.2.2) 式 ， 可 得 


M 
Nn 


(0) = (a) < wp, Br) + (Nn) + 
口 


另外 我 们 注意 到 ， 由 于 Vz < K(N,n), 都 有 工 *(z) = 上 *(z)， 
由 (6.2.8) 可 知 ， 必 有 


他 =- 川 < > e(N,n). 
推论 6.3. 在 定理 6.3 的 条 件 下 ， 当 nn 足够 大 时 ， 有 
16 — fl ~ e(N,n). (6.2.10) 
在 具体 演算 过 程 中 ， 函 数 L* 的 值 可 以 按照 
K(N,1) 一 天 (N,2) 一 … 一 天 ON,m) 


逐次 采用 递 推 方法， 容易 求 得 。 
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例 6.2. 取 dz) = sin(rz)，zre [0,1. 令 N=2, ro0=1, 71= 
1/2, 入 三 1 例 
人 2 z € [0,1/2), 
q(z) = 
2(1—7), rz € (1/2,1]. 
又 取 do = 0.2133，d1 = 0.2137. 计算 可 得 
e(2,2) ~ 0.0065， a(2,3) ~ 0.022， e(2,4) ~ 0.022. 
利用 计算 机 计算 得 | 一 flo 守 0.023. 
例 6.3. 令 d(z) = 64z(z 一 1/4)(z 一 3/4)(z 一 1), zr E [0,1]. 取 


人 N =2，zo=0，zl =1/2，zraz = 1 qd(z) 与 例 6.2 中 相同 ， 取 四 种 
不 同 的 {di}， 分 别 计算 e(N,n)， 见 表 6.1. 


表 6.1 例 6.3 的 计算 结果 


评注 6.1. 8 6.1 和 8 6.2 中 都 是 在 等 距 分 划 的 情况 下 进行 讨论 
的 .事实 上 ， 对 于 不 等 距 的 分 划 ， 同 样 可 以 研究 ， 并 且 结果 完全 类 
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似 ， 只 要 引进 一 个 适当 的 变换 丙 : Q 一 了 证 明 完 全 可 以 类 似 地 进 
行 ， 详 细 过 程 在 此 从 略 . 有 兴趣 的 读者 可 参阅 文献 [42]. 
8 6.3 ”分 形 插值 拟 合 ( 一 ) 


记 了 = [01， 给 定 目标 函数 e C(1), 令 zi = i/N, i= 
0,1,……N. 取 hs 为 逐次 连接 {(zi, (zi))} 信 0 的 分 段 线性 函数 ，bs 
是 经 过 (zo, %(zo)) 与 (zn, $(zN)) 两 点 的 线性 函数 . 构造 函数 系 : 


I 全 
和 Pe 
Fi(z,y) = diy + he(Li(z)) — dibe(7), 
(6.3.1) 
其 中 1di| < 1, vi. 
注意 到 


Fi(0, 0(0)) = di6(0) + ho (说 dibs(0) =6 人) ， 
R060) = dp) + ho (SN!) -dibsl) = 4( 守 )， 
可 知 (5.1.1)-(5.1.4) 的 条 件 满足 ， 因 此 (6.3.1) 是 的 一 个 分 形 插值 
函数 系 ， 用 /表示 由 它 确定 的 分 形 插值 函数 . 
本 节 要 讨论 的 是 下 面 的 问题 : 当 N 给 定时 ， 如 何 选择 纵向 尺 
度 因子 {d} ， 使 得 /与 目标 函数 4 之 间距 离 (在 某 种 度量 下 ) 最 小 ， 
定理 6.4. 设 f 是 由 (6.3.1) 确定 的 分 形 插值 函数 ， 则 有 


Jo)= Dd (ho — be) (bass) + hg(wd), (6.3.2) 


j=1 
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其 中 也 ,由 (6.1.1) 定义 ，a 是 移 位 算 子 . 
证 明 ”由 (5.1.6) 和 (6.3.1)， 我 们 可 知 对 于 ze 五 ， 有 


f(z) = Fi(L7 (2), f(L7 (7))) 
= dif (Li!(z)) - dibs(L7 (7)) + ho(7). 


令 we ,可 将 上 式 改写 为 
f(bo) = day)f (Wor) — day)bo (Vow) + ho(w). 
利用 递 推 ， 我 们 可 得 
jw) = dsm(f — bo)(Vomw)+ 
+ > dn) (he — bo) (Wars) + hoe(w). 
注意 到 |di| < i 令 m 一 co， 即 得 命题 . 
对 于 m >>1， 在 C(7) 中 定义 算 子 Hm 如下. 


Hm(g)(b) = hah) + > daho — bo)(Wosw), Vge CT), 
j=1 


其 中 ho,bg 两 函数 的 构造 方法 ， 与 (6.3.1) 中 的 he,bs 一 样 ， 显然 


Hm 是 C(T) 到 C(D) 的 映射 并且 对 任意 gE C(I)， 有 


Hm(g)(zi) = g(xi), i=0,1,...,N. 


设 |. |，|: 上 分 别 是 定义 在 C(IT) 上 的 最 大 模范 数 和 平方 根 范 


数 ， 即 
lglw = max lg(z)|, vg € C(D), 
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1/2 
lgl2 = (/eere) ， vg€Cc(T). 
I 
定理 6.5. 给 定 目标 函数 由 E C(T)， 设 厂 是 由 (6.3.1) 确定 的 分 
形 插 值 劝 数 . 对 于 任意 给 定 的 正 整 数 m， 令 Hin 是 由 (6.3.3) 确定 
的 插值 算 子 . 令 d= 二 ”max |di|， 则 
osiSN-1 


dm+1 
= 如 


16 — fli < 19— Hm(O)li+ lhs —boli, i=00,2. (6.3.4) 


证 明 利用 (6.3.2) 和 (6.3.3)， 可 得 


(Hm(@) — fb)=— DD dhe — bo)(Wosw), | 


j=m+1 


所 以 | 


10— fle < 19— Hm(9)lo + IHm($) - flx 


dim+1 
和 8- 名 (gj + Tle — boloo: 


这 就 证 明了 当 i = co 时 (6.3.4) 式 成 立 .下面 证 明 当 i = 2 时 也 成 
立 . 

对 任意 自然 数 j,， 记 di.s = di di 1 = Li o Liso 
1a(D， 其 中 0<i <N-1. 记 


Dj(z) = da5(he 一 bb) (三 oo oLa!(z)) ， Vr € fis. 


则 (Hm(9) = f)(z) = -Emripi(7), 且 


ii = ( [ we) 
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1/2 
-( 并 A we 


&N 


i 


lgi 
1/2 
gd bp 人 (hs ~ bs)(7))? d(Li, o Lis 0:*: 0 Li,(z)) 
Ts i &N 
1/2 
< 出 AT fho = 00) de) = dlhe — bole 
1&i &N 1 


于 是 


le 一 外 < |0— Hn (9)l2 + |Himn(9) — fl 


20 


< |0- Hn(b)2+ 2, lpjl 


dmtl 


d™ 
< |9— Hm(9)|2 + 一 — bol2. 


口 


由 于 d < 1， 因 此 当 m 足够 大 时 ， 由 定理 6.5 可 知 ，% 与 了 的 
偏差 可 以 由 0 与 Hm(9) 的 偏差 来 近似 代替 . 于 是 ， 我 们 只 要 选择 
这 样 的 {di}， 使 8 与 Hm($) 的 偏差 尽 可 能 小 ， 这 就 是 我 们 的 算法 
基础 .这 与 第 四 章 中 拼 贴 定理 的 应 用 很 相似 . 


设 K(N,n) 由 (6.2.6) 式 定义 ， 我 们 将 定理 6.5 中 的 平方 根 度量 
换 为 离散 的 平方 根 度量 | . |k(v.n): 


1/2 
ovo= {i 2” oo ，WEC(U)，(6.3.5) 


zEK(Nn) 
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则 上 述 逆 问 题 可 转化 为 求 下 面 优化 问题 的 解 : 


min I1$ — Hm(O)| kNn): 
易 见 当 n > 3 时， 上述 优化 问题 关于 {di} 是 非 线 性 的 ， 我 们 采用 阻 
尼 最 小 二 乘法 求解 . 
在 下 面 的 表 6.2 中 ， 我 们 用 | . |mean 表示 离散 的 平方 根 度量 
| 1kcwm， 用 | .|max 分 别 表示 离散 的 最 大 模 度量 ， 即 


lglmax = se ) 9 vg € Cc(D). 


例 6.4. 令 W(z) = sin(3.147)，z € [0,1]， 用 上 面 所 讲 的 算法 求 
{di}， 可 得 计算 结果 如 表 6.2， 此 外 ， 图 6.1 的 左边 是 由 的 图 象 ， 右 
边 是 n= 4,N = 2 时 的 分 形 插值 函数 的 图 象 . 


表 6.2 例 6.4 的 计算 结果 


0.0723 | 0.2120 | 00724 | 0. 
加 导语 
0.0047 | 0.0248 De [ee 


19 ~ flmax 
19 — flmean 
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在 第 四 章 中 用 迭代 函数 系 恢复 目标 图 象 ， 由 于 目标 集 一 般 不 具 
“ 仿 射 ” 自 相 似 性 ， 拼 贴 效果 不 是 很 好 ， 在 那里 我 们 引入 局 部 迭代 
函数 系 以 改进 效果 .在 曲线 的 拟 合 中 会 遇 到 同样 问题 . 用 8 6.3 中 
叙述 的 方法 ， 一 般 情 况 下 效果 并 不 理想 . 本 节 讨 论 用 递归 分 形 插值 
函数 拟 合 ， 本 质 上 就 是 分 块 方法 . 

记 区 闻 工 = [0,1]，M, V 是 给 定 的 正 整数 . 令 

R MN-1 s (M-DN 

a= {wm} ，P-( 访 关外 ， 


i=0 i=0 
并 取 定 已 的 一 个 子 集 忆 . 称 RR 中 的 每 一 个 元 素 为 子 区 间 ，D 中 的 
每 一 个 元 素 为 父 区 间 . 
令 4={0,1...,MN-1)}, B= {0,1...,(M -DN}, C= 


{ieB 且 [zz 茸 全 | 。D}- 定义 肌 对 9: 4 一 C， 于 是 对 
于 及 中 每 个 子 区 间 乒 = [二 注入 
一 父 区 间 记 = [4 二 们 | 


]， 可 根据 9 来 对 应 DD 中 的 惟 
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设 $ e C(1) 是 给 定 的 目标 函数 . 令 zi = Ni i=0,1,. 
MN . 构造 函数 系 
i=0,1,...,MN-1, 


Fi(z,y) = diy + ho(Li(7)) ~ dibg(z), 
(6.4.1) 


其 中 
1， 对 于 i=0,1,...,MN 一 1，Li 是 Di 一 Ji 的 线性 映射 ， 并 
满足 条 件 


-= 


2， 对 于 任意 i 二 0,1,...,MN 一 1， 都 有 ldil < 1; 
3，hs,bs E C(IT)， 且 满足 条 件 : 


% ( 狂 ) ~ 2 号 )， Vi= 01...,MN-1 
be( 喝 说 ) = (更 科 ). 
在 实用 上 ， 我 们 取 he, bs 为 通过 插值 节点 的 分 段 线性 函数 . 
由 8 5.5 的 定理 5.7 可 知 ，(6.4.1) 确定 了 一 个 递归 分 形 插值 函 
数 ， 记 为 1. 它 满足 下 面 的 方程 
f(z) = dif(L7 (7)) — dibo(Li (7)) + hs(z), ze Vi (6.4.2) 


为 了 讨论 ， 我 们 引入 新 的 码 空 间 


Q = {0=(i,is,ia,.)ie {0,1,..., MN 1}, 
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i € {0,1,...,N — 1},k>2}. 
定义 算 子 %: 一 [0,1]: 
V5) = i + 说 刻 ， 其 中 = fizia 小 
将 %(G) 简 记 作 如 .定义 全 一 页 上 的 映射 7: 
Tw = (0(i1) +iz,is,ia,.…) 其 中 总 = (i1,i2,ia,...). 
又 定义 全 上 的 函数 序列 {nk}: V5 = (ii,iz,is,.…)， 有 
mV) =, MN) = (nL1(0)) 十 ,天 > 2. 
借助 于 上 述 记号 ， 我 们 可 以 将 (6.4.2) 式 改写 为 
f (WW) = dn (Va) + ho (Vo) dnbe (Vs). (6.43) 
类 似 于 定理 6.4 的 证 明 ， 我 们 可 以 得 到 ( 略 去 证 明 ) 
定理 6.6. 设 了 是 由 (6.4.1) 确定 的 递归 仿 射 分 形 插值 函数 ， 则 


有 
1 (Ke) = Tahe -00) (Dna) + ho (%), (64.4) 
i=1 
其 中 di) 三 dma(5)dma(5) dn,(5)- 品 


与 (6.3.3) 类 似 ， 我 们 定义 C(7) 中 的 插值 函数 及 : C(I) 一 
CD) 如 下 ， 对 任意 9e C(1)， 


Hn(g) (到 ) 一 ho (到 ) 十 So — bo) (zs) + (6.4.5) 
j=1 


不 难 验证 万 (gj(zi) = g(zi), i = 0,1,..., MN, 并 且 有 
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定理 6.7. 给 定 目标 函数 四 <E C(TD)， 设 是 由 (6.4.1) 确定 的 
递归 仿 射 分 形 插值 函数 . 对 于 任意 给 定 的 正 整 数 m， 邻 ,, 是 由 
(6.4.5) 确定 的 插值 算 子 . 邻 d= ex ,| 二 |， 则 


dm+1 | 
[8— fl < 1 — Hm(9)i+ 这 lv 一 bli，1i=po,2， (6.4.6) 


其 中 |. |so。，| .|2 分 别 表示 定义 在 C(T) 上 的 最 大 模范 数 和 平方 根 范 
数 . 


由 定理 6.7， 我 们 可 以 得 到 递归 仿 射 分 形 插值 函数 拟 合 问题 的 
求解 方法 . 但 与 上 节 不 同 的 是 ， 此 时 除了 参数 {di} 外 ， 还 需 确 定 
{0(2)}. 

令 


f= {0= (ia i | 0<i < MN-1, 


0gi<N-1,;=2,...,k}. 


lglac) -{ 5 (9 ())}, vg e C(1). 


weER(K) 
我 们 将 拟 合 问题 转化 为 求 下 面 优化 问题 的 解 : 
min |6 — Hn(b)lac)- (6.4.7) 
{0()} 
解 这 个 优化 问题 的 一 个 方法 是 ， 对 每 一 组 固定 的 {0(i)}， 求 出 
最 佳 的 {d;}， 然 后 通过 比较 ， 选 择 最 佳 的 {9(i)} 和 {d;}. 但 是 该 广 
法 的 一 个 缺陷 是 ， 当 M,N 增 大 时 ， 计 算 量 将 急剧 增加 .如 何 能 花 
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较 少 的 时 间 ， 又 获得 较 好 的 效果 ， 是 一 个 值得 考虑 的 问题 . 在 下 面 
我 们 将 提出 这 样 的 一 个 算法 . 
令 T = {0,N,2N,.….,(M - DJN}. 对 于 任意 的 jeET, 令 
j+N 


7 = [zm Rw] 定义 9 与 丽 o(g) 在 f 上 关于 di 和 已 的 一 阶 


偏 移 度 为 


(Ti dis) = {0- (Fit) 
-uw 
我 们 的 方法 是 : 


1. 对 于 i=0,1,...,MN-1, 

(a) 对 于 每 一 个 了 ET, 求解 min G1(Ji,di, 力 )， 记 为 dij 计 
算 对 应 的 (J, dij, 万 ). 

(b) 令 C(i)= {jeT||dij| < 1}. 选择 襄 为 所 有 jEC(i) 中 
使 得 而 (Ji,dij, 世 ) 取 到 最 小 值 的 j. 令 9(i) = 祝 ， 4 = 
dij:: 

2. 由 上 面 确定 的 {9(i)} 以 及 {d9}， 再 利用 阻尼 最 小 二 乘法 解 
min|¢ ~ fim(b)lac)- 
但 是 对 于 振荡 剧烈 的 目标 函数 ， 由 于 一 阶 偏 移 度 中 的 函数 取 值 


点 太 少 ， 由 上 述 (1) 中 所 确定 的 {9(i)} 往往 不 是 最 佳 的 ， 所 以 我 们 
定义 8 与 上 mn(9) 在 I 上 关于 di 和 .的 t 阶 偏 移 度 : 


Sd) = {0-ho) (Ww) 


§ 6.4 ”分形 插值 拟 合 (二 ) 193 
—di(he — bg) [C23 上 


其 中 当 名 = (i,i2,i3,.….) 时 ,ij 名 二 (j 十 i2,i3,i4,.….). 一 般 地 ， 可 
取 t = 4,5,6 等 . 利用 t 阶 偏 移 度 ,我 们 将 上 面 的 算法 进行 修改 ， 
把 步骤 (1) 中 的 一 阶 偏 移 度 改 为 t 阶 偏 移 度 ， 而 步骤 (2) 保持 不 变 . 

例 6.5. 设 %z) = 0.4sin(10z)+0.3 cos(20z)+0.8z，zre [0, 1]. 
设 了 是 利用 6 阶 偏 移 度 对 应 的 算法 所 得 到 的 递归 仿 射 函数 ， 现 将 
计算 结果 列 于 表 6.3 (NN 取 2). 图 6.2 的 左边 是 9 的 图 象 ， 右 边 是 
上 = 4,M =4 时 的 递归 仿 射 分 形 插值 函数 . 


表 6.3 例 6.5 的 计算 结果 
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例 6.6. 设 由 为 Weierstrass 函 孝 : 


dz) = 》 和 WWisin( 和 ')z， 其 中 入 =2,s=1.5,7€ [0,1]. 


i=1 

令 是 利用 6 阶 偏 移 度 对 应 的 算法 所 得 到 的 递归 仿 射 分 形 插值 函 
孝 ， 现 将 计算 结果 列 于 表 6.4(N 取 2). 图 6.3 的 左边 是 由 的 图 象 ， 
右边 是 大 = 5.AM = 8 时 的 递归 仿 射 分 形 插 值 另 数 . 


表 6.4 例 6.6 的 计算 结果 
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